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भारत में विज्ञान की शिक्षा का साध्यम' 
डा० ब्रज मोहन 
काशो हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 


मित्रो ! 


जब से हिन्दी भारत की राष्ट्रभाषा स्वीकार हुई है तब से देश के विद्वानों का ध्यान शिक्षा के माध्यम 
की ओर आक्ृष्ट हुआ है। अभी तक बहुत से वज्ञानिकों का यह मत है कि इस देश में विज्ञान की शिक्षा 
का माध्यम अंग्रेजी ही रहना चाहिए। कारण स्पष्ट है: 


. बाहरी दुनिया से हमारा सम्पर्क अंग्रेजी द्वारा हुआ है। यदि अंग्रेजी को अपने स्थान से 
च्यूत कर दिया जायगा तो अन्य देशों के वैज्ञानिकों से हमारा सम्पर्क टट जायगा और हम कप-मंडक होकर 
रह जाएंगे । 


2. भारतीय भाषाओं में अभी तक कोई वेज्ञानिक शब्दावली और संकेतलिपि नहीं बनी है | 
यदि हम इन दोनों का भारतीय भाषाओं में बनाने का प्रयास करें तो उसी में दस-बीस वर्ष लग जायँगे 
और हम लोग वं॑ज्ञानिक प्रगति में पीछे रह जायँगे। 


3. भारतीय भाषाओं में अभी तक वैज्ञानिक पुस्तकों का स्वंथा अभाव है। पुस्तकें तैयार करने 
के लिए लम्बा समय चाहिए । दशाब्दियों में भी हम इतने ऊँचे स्तर की पुस्तकें नहीं बना पायेंगे जितने ऊँचे 
स्तर की अंग्रेजी में हैं। अतएवं भारत में देशी भाषाओं की माध्यम बनाने से विज्ञान की शिक्षा का स्तर 
नीचे गिर जायगा। 


अब इन प्रश्नों का उत्तर तो में बाद में दंगा.। पहले हमें इस बात पर विचार करना है कि अंग्रेजी 
द्वारा शिक्षा देने में देश की कितनी हानि हो रही है। आज से 5-20 वष पूव हमारे विश्वविद्यालयों में 
शिक्षा का माध्यम शुद्ध अंग्रेजी था । इन दो दशाब्दियों के अन्दर उत्तरी भारत के कुछ विश्वविद्यालयों 
में हिन्दी को माध्यम बनाने का प्रयास हुआ है। सम्भव है कि दक्षिण के कुछ विश्वविद्यालयों में भी इस 
दिशा में कुछ प्रयत्न हो रहा हो। परन्तु अब भी देश के प्रायः सभी विश्वविद्यालयों में शिक्षा का 
माध्यम अधिकतर अंग्रेजी ही है। स्कूलों में तो अधिकांश प्रदेशों में शिक्षा का माध्यम हिन्दी बन गई है 


कैननमम+ ५5 
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और इंटरमीजियेट कक्षाओं में हिन्दी और अंग्रेजी का मिश्रण आरम्भ हो गया है परन्तु बी० एस-सी० 
और एम० एस-सी० की कक्षाओं में प्राय: अंग्रेजी ही चल' रही है। 


इन्हीं दस-बीस वर्षों के अन्दर मेरा तो एक सुखद अनुभव हुआ है और मेरा विचार है कि मेरे 
अन्य सहयोगियों को भी इसी ढंग का अनुभव हुआ होगा । जब मैं इंटरमीजियेट और बी० एस-सी० 
की कक्षाओं में अंग्रेजी में पढ़ाता था तो विद्यार्थियों को अपनी कठिनाइयाँ उपस्थित करने में संकोच होता 
था । परन्तु जबसे हम लोगों ने हिन्दी में पढ़ाना आरम्भ किया है तबसे विद्यार्थी कक्षा में बेखटके प्रश्न 
करने लगे हैं। कारण यह है कि कोई कितनी भी अंग्रेजी क्‍यों न पढ़ जाय परन्तु एक विदेशी भाषा सर्देव 
विदेशी ही रहेगी । वह विद्यार्थी की मातृभाषा का स्थान कदांपि नहीं ले सकती । अपनी मातृभाषा अथवा 
प्रादेशिक भाषा एक विद्यार्थी माँ के दूध के साथ सीख कर आता है अतएवं जितनी सुविधा उसे अपनी 
भाषा बोलने में होगी उतनी किसी विदेशी भाषा में कदापि नहीं हो सकती । सौ-दो-सो में दो चार व्यक्ति 
ऐसे अवश्य निकल आयेंगे जिन्हें अँग्रेजी का बोध अपनी मातृभाषा से भी अधिक हो जाता है परन्तु अप- 
वादों से किसी नियम का निराकरण नहीं होता । 


कहने को तो हम लोग केवल भअँग्रेजी के घंटों में ही अंग्रेजी पढ़ाते हैं परन्तु वास्तव में हम लोग न्यू- 
नाधिक रूप में भी भौतिक विज्ञान, रसायन, गणित आदि के घंटों में भी अँग्रेजी की शिक्षा देते हैं । आए- 
दिन देखने में आता है कि विद्यार्थी प्रश्नों का मतलब समझ नहीं पाते, इसलिए कि उनमें अँग्रेजी के कठिन 
शब्द आ जाते हैं। प्रयोजित गणित और भौतिकी में कहीं-कहीं पर ॥)58० और 87ए०८४ जैसे शब्द आ' 
जाते हैं जिनका अर्थ भी विद्यार्थियों को बतलाना पड़ता है। यदि इन शब्दों के स्थान पर रकाबी या 
तश्तरी कहा जाय तो विद्यार्थियों को समझने में कोई कठिनाई न पड़े । एक बार एक प्रश्न में आया था : 
23 ट्थाटलुओछ- टा०ण)३। एक विद्यार्थी ने मुझसे आकर पूछा कि ८७८ का अर्थ तो बिल्ली है और 
०० का अर्थ खम्भा है, परन्तु ८०८८०४)॥०७ के क्‍या अर्थ हैं ? यदि इस वाक्य के बदले पुस्तक में 
लिखा हो कि एक कीड़ा रेंगता है तो इसका अर्थ समझाने की कोई आवश्यकता ही न रह जाय । एक 
विद्यार्थी ने एक दिन मुझसे पूछा कि “अभी आपने कौन वर्डवा बोला था ।” एक अन्य विद्यार्थी एक दिन 
मेरे पास कलन (०७।००ं०७) का एक प्रश्न ले आया जिसमें एक सीमा (7//70) निकालनी थी । 
उसने मुझसे आकर पूछा कि मास्टर साहब इसकी लिमिटिया' कैसे निकछेगी ? इन उदाहरणों से यह 
स्पष्ट है कि यद्यपि विद्यार्थी अँग्रेजी द्वारा शिक्षा प्राप्त करते हैं परन्तु उनका मस्तिष्क ठठ हिन्दुस्तानी ही 
बना रहता है और उनको अपनी मातृभाषा में ही अपने भाव व्यक्त करने में सुविधा होती है। 


अँग्रेजी द्वारा एक हानि और हो रही है। चूँकि विद्यार्थियों को कालेजों और विश्वविद्यालयों में 
अँग्रेजी द्वारा शिक्षा प्राप्त करनी होती है इसलिए उन्हें स्कूल में अंग्रेजी की शिक्षा बहुत ऊँचे स्तर की प्राप्त 
करनी होती है। अतएव स्कूल में उनको बहुत सा समय अंग्रेजी भाषा के जानने में ही लगाना पड़ता है । 
इधर दस-बीस वर्षों के अन्दर इस परिस्थिति में थोड़ा सा अन्तर हुआ है - परन्तु दस-बीस वर्षों पहले तो यह 
दशा थी कि जितना समय किसी विद्यार्थी को अँग्रेजी पर लगाना पड़ता था उतना समय किसी अन्य विषय 
पर नहीं लगाना पड़ता था। यदि नीचे से ऊपर तक शिक्षा का माध्यम देशी भाषाएँ हो.जाएँ तो विद्यार्थी 
का जो समय बच जायगा वह अन्य विषयों पर लगाया जायेगा और हम शिक्षा के स्तर को ऊँचा कर 
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सकेंगे । अभी तक यह स्थिति है कि इंग्लैंड का एक विद्यार्थी किसी विषय का जितना ज्ञान बी० एस-सी ० 
कक्षा तक प्राप्त कर लेता है उतना ज्ञान इस देश का विद्यार्थी नहीं कर पाता । कारण यह है कि इंग्लैंड 
का विद्यार्थी आदि से अन्त तक अपनी मातृभाषा द्वारा शिक्षा ग्रहण करता है। यदि हमारे देश में भी 
शिक्षा का माध्यम देशी भाषाएँ हो जाएँ तो हमारे विद्याथियों का कम से कम एक वर्ष बच जाय । संभव 
है कि दो वर्ष बच जावें। इस प्रकार हम अपने देश की शिक्षा को उसी स्तर पर ला सकेंगे जिस स्तर पर 
इंग्लैंड अथवा अन्य पश्चिमी देशों में है। 


अँग्रेजी के माध्यम के कारण हमारे युवकों में एक-दो दोष आ गए हैं। न वे शुद्ध अँग्रेजी बोल 
सकते हैं न शुद्ध रूप में अपनी मातृभाषा। मेरा सम्पर्क अधिकतर हिन्दी से रहा है अतएवं मैं दो-एक 
उदाहरण हिन्दी से दूंगा। आजकल एक नए ढंग की बोली तैयार हो रही है, जो न हिन्दी है न अंग्रेजी 
वरन्‌ दोनों की बेमेल खिचड़ी है। एक विद्यार्थी दूसरे से कहता है बस तुम मुझे एक [60८० 0707 कर 
देना । दूसरा कहता है, तुमने प्रेत 5प४ नहीं किया, जरा #्रते ०ण कर लेना।” एक 
तीसरा विद्यार्थी कहता है मैंने तो अभी इस ?7००]०७ पर ४४४: ही नहीं किया है।” एक दिन 
मेरे एक मित्र एक तौलिया खरीद कर लाए थे । मैंने उनसे पूछा कि यह तौलिया कितने की है, तो बोले 
कि ७० 7ण००८४ से मोर ही मोर है।” 


इन तथ्यों से स्पष्ट है कि अँग्रेजी के माध्यम का हमारे विद्यार्थियों और हमारी भाषाओं पर घातक 
प्रभाव पड़ रहा है। मेरे विचार में किसी भी व्यक्ति का यह जन्मसिद्ध अधिकार है कि उच्च से उच्च 
शिक्षा अपनी मातृभाषा द्वारा प्राप्त करे । इस सिद्धान्त में केवल थोड़ी सी कठिनाई पड़ेगी । मान लीजिए 
कि एक बंगाली परिवार मद्रास में जाकर बसता है । मद्रास के स्कूलों और कालेजों में शिक्षा का माध्यम 
तमिल अथवा तेलगू होगा। उस बंगाली परिवार के बच्चों के लिए मद्रासी स्कूल बंगला में शिक्षा देने 
का प्रबन्ध नहीं कर सकेगा क्योंकि स्कूल में बंगाली बच्चों की संख्या बहुत कम होगी । अतएव में उप- 
रिलिखित सिद्धान्तों में केवल एक ही संशोधन करूँगा कि हमारे देश में शिक्षा का माध्यम प्रादेशिक 
भाषायें होनी चाहिए अर्थात्‌ बंगाल में बँगला, गुजरात में गुजराती, महाराष्ट्र में मराठी तथा उत्तरी 
और मध्यप्रदेशों में हिन्दी । 


अब मैं उन प्रश्नों को लेता हूँ जिन्हें मैंने आरम्भ में उठाया था। यह कहना सत्य है कि यदि हम 
लोग अंग्रेजी का बहिष्कार कर दें तो हमारा बाहरी दुनिया से सम्पक टूट जायगा । अँग्रेजी अब केवल 
अँग्रेजों की ही भाषा नहीं रह गई है, वह संसार भर की व्यापारिक भाषा होती जा रही है और अन्तर- 
राष्ट्रीय क्षेत्र में उसका बहुत ऊँचा स्थान है। आज से 40 वर्ष पहले योरुप भर में दो भाषायें प्रचलित थीं 
अग्रेजी और फ्रेंच | दोनों ही अन्तरराष्ट्रीय भाषाएँ कहलाती थीं परन्तु अब स्थिति बदल गई है । दिन 
पर दिन अंग्रेजी का महत्व बढ़ रहा है और फ्रेंच का महत्व घट रहा है। आज से 40 वर्ष पहले एक 
आन्दोलन उठा था एक सर्वमान्य सांसारिक भाषा बनाने का। एक नयी भाषा यसपरान्टो की नींव 
डाली गई थी और आशा की जाती थी कि कदाचित यसपरान्‍न्टो सारे संसार की भाषा बन जाय । अब 
यसपरान्टो का आन्दोलन तो समाप्त हो चुका है और यह स्पष्ट दिखाई पड़ रहा है कि किसी दिन कदाचित्‌ 
अँग्रेजी. ही सांसारिक भाषा बन जायगी। 
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अतएव भअ्रँग्रेजी का वहिष्कार करना मूर्खता होगी ; परन्तु क्या हम वास्तव म॑ अँग्रेजी का बहिष्कार 
करने जा रहे हैं? मेरा तो यह विचार नहीं है कि अँग्रेजी को बोरिया-बँधना उठाकर देश से बाहर निकाल 
दिया जाय । मैं समझता हूँ कि देश में बहुत कम विचारंक ऐसे होंगे जो इस विचार के हों कि अँग्रेजी को 
पूर्ण रूप से टाट बाहर कर दिया जाय । जब हम यह कहते हैं कि अँग्रेजी हमारे देश में शिक्षा का माध्यम 
न रहे तो उसका अर्थ केवल इतना ही है कि भाषाओं को छोड़कर अन्य विषय--भौतिकी, रसायन, भौमिकी 
इत्यादि अँग्रेजी द्वारा न पढ़ाए जाएं । हमारा यह तात्पर्य कदापि नहीं है कि अँग्रेजी भाषा के रूप में भी न 
पढ़ाई जाय। लगभग 40 वर्ष पहले जब मैं जमंनी में था, उस समय जर्मनी के स्कूलों में जन के अतिरिक्त 
योरुप की दो अन्य भाषायें पढ़ाई जाती थीं। स्कूल के अन्तिम दो वर्षों में विद्यार्थी को योरुप की भाषाओं में से 
दो भाषायें अनिवार्य रूप से चुनती पड़ती थीं और मुझे वहाँ के एक विद्यार्थी ने बताया कि उन्हीं दिनों एक 
प्रस्ताव उपस्थित होने वाला था कि प्रत्येक विद्यार्थी को दो भाषाओं के बदले चार भाषाएँ पढ़नी पड़ेंगी । 
मैंने उस विद्यार्थी से पुछा कि तुम इस प्रस्ताव को कहाँ तक पसन्द करते हो ? उसने कहा कि हमारे 
लिए यह प्रस्ताव बहुत ही लाभदायक होगा, क्योंकि हमारा देश योरुष के मध्य में स्थित है। हमारा तो 
दिन-रात अपने पड़ोसी देशों से सम्पर्क रहंता है । हम तो जितनी भी योरोपगीय भाषायें सीख सकें, 
अच्छा ही है।. द 


कक के 


मेरा तो विचार है कि अभी कम से कम दस-बीस वर्ष तक तो अँग्रेजी को हमारे स्कूलों और काकेजों 
में स्थान मिलना ही चाहिए और वह भी वैकल्पिक रूप में नहीं, वरन अनिवार्य रूप में | मेरा विचार है 
कि स्कूलों में पहले तीन-चार वर्षों तक तो केवल प्रादेशिक भाषा पढ़ाई जाय और छठी या सातवीं कक्षा 
से इंटरमीजिएट तक थोड़ी-सी अँग्रेजी अनिवार्य रूप से पढ़ाई जाय । इस प्रकार हमारी प्रादेशिक 
भाषाओं का महत्व भी बढ़ जायगा ; शिक्षा का माध्यम भी बदल जायगा और अमँग्रेजी से हमारा सम्पर्क भी 
न टूटने पायेगा । 


दूसरा प्रश्त यह है कि हमारी प्रादेशिक भाजाओं में कोई वैज्ञानिक शब्दावली तथार नहीं है । 
शब्दावली की दिशा में देश में कई स्थानों पर, विशेषकर केन्द्रीय सरकार द्वारा, अयत्न हो रहे हैं। यह 
कोई ऐसी कठिनाई नहीं है जिसका समाधान न हो सके। कुछ पारिभाषिक शब्द तो ऐसे हैं जिन्हें हम ज्यों- 
का्त्यों अँग्रेजी से ले सकते हैं। जैसे नाप-तोल की इकाइयाँ :-सेन्‍्टीमीटर, इंच, टन, पौंड, अर्ग, डाइन । 
शेष शब्दों में से प्रारम्भिक विज्ञान के बहुत से शब्द तो अधिकतर देशी भाषाओं में विद्यमान हैं। शेष शब्द 
जो नये बनाने पड़ें वह हम संस्कृत मूल से बना लें। संस्कृत देश की आदि-भाषाओं में से है और अधिकांश 
प्रादेशिक भाषाओं से इसका घनिष्ट संम्बन्ध है । जो शब्द संस्कृत से बनेंगे वे देश की प्राय: सभी भाषाओं 
में प्रचलित हो सकते हैं । इस प्रकार वैज्ञानिक शब्दावली की समस्या बहुत कुछ हल हो जायगी । 


संकेतन और अक्षरांकन 
वैज्ञानिक शब्दावली के साथ ही साथ ' हमें वैज्ञानिक संकेतन और अक्षरांकत की समस्थाओं पर 


भी विचार करना है। इस विषय पर भी देश में बड़ा मत-वैभिन्य दिखाई दे रहा है। पिछले दस-बारह 
वर्षों से तो दोनों ओर से तर्क-वितर्क भी चल रहे थे किन्तु हाल ही में हमें आशा की एक किरण दिखाई 
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दी है कि कदाचित्‌ दोनों प्रकार के विचारकों में समझौता हो जाय । केन्द्रीय सरकार ने यह निश्चय कर 
लिया है कि संकेतन तो हमें ज्यों-का-त्यों अँग्रेजी से ले लेना चाहिए क्योंकि वह अब प्रायः अन्तरराष्ट्रीय 
बन चुका है; किन्तु शब्दावली हमें अपनी ही बनानी चाहिए । शब्दावली के क्षेत्र में भी हमें ऐसे बहुत 
से शब्द लेने होंगे जो अन्तरराष्ट्रीय स्तर तक पहुँच च॒के हैं। इतना अवश्य है कि जहाँ कहीं आवश्यकता हो 
हम उन्हें थोड़ा-बहुत संशोधित करके भारतीय कलेवर प्रदान कर सकते हैं। इस संबंध में हम यहां वेज्ञानिक 
आयोग के उस निश्चय का उद्धरण देते हैं जो उन्होंने !8 नवम्बर 96! को किया था 


3, जो अंक, संकेत और चिन्ह गणित और अन्य विज्ञानों में प्रयुक्त होते हैं उन्हें उनके वर्तमान 
अँग्रेजी रूप में ही लिखना चाहिए। जो रोमन और ग्रीक अक्षर गणितीय संक्रियाओं में प्रयुक्त होते 
उन्हें भी उसी रोमन अथवा ग्रीक रूप में लिखना चाहिए 


2. अँग्रेजी और ग्रीक के कुछ शब्द स्थिरांकों का काम देते हैं, ज॑से कर, ८, £, »%। इन्हें हिन्दी में 
भी इसी रूप में लिखना चाहिए 


3. ज्यामितीय आक्ृतियों में भारतीय अक्षरों क, ख, ग, घ का प्रयोग करना चाहिए; किन्तु 
त्रिकोणमितीय सम्बंधों और सूत्रों आदि में अंग्रेजी और ग्रीक वर्णों को ही प्रयुक्त करना चाहिए 

इस निश्चय से तो ऐसा प्रतीत होता है कि हम उच्च ज्यामितीय आक्ृतियों में भारतीय वर्णों का 
प्रयोग कर सकते हैं; किन्तु यहाँ तुरन्त एक कठिनाई आती है। मान लीजिये कि हम निर्देशांक ज्यामितीय 
((००7वांग«८४८ ७८०४-८८४७४) का कोई प्रारम्भिक साध्य प्रतिपादित कर रहे हैं और रेखाचित्र खींचकर 
उसमें नागरी' अक्षरों का प्रयोग करते हैं। मान लीजिए कि हमें निम्नलिखित सूत्र देना है -- 

20255 (४--०७)  ++ (99:09) 

उपर्युक्त निश्चय के अनुसार हमें यह सूत्र तो रोमन वर्णों में ही देना होगा; किन्तु चित्र में अक्षर 
दिए गए हैं नागरी के क, ख, ग॒, ...। अब प्रश्न यह है कि आक्ृति के अक्षरों और सूत्र के संकेतों में किस 
प्रकार सामंजस्य बिठाया जाय । स्पष्ट है कि कम से कम वेश्लेषिक ज्यामिति (5४7०9४८७) 
(>८०:7००७) में तो हमें रोमन और ग्रीक वर्णों का ही प्रयोग करना पड़ेगा । इतना ही नहीं, ठोस 
मापिकी (50॥0 )/८४४पए०००४ ) जैसे विषय में भी, जो हम माध्यमिक: कक्षाओं में पढ़ाते हैं, हमें इस 
प्रकार के सूत्रों का प्रयोग करना पड़ता है: 

गोले का आयतन+-- ई ग/? 

अतः यहाँ भी हमें रोमन और ग्रीक वर्णों का ही प्रयोग करना होगा। वज्ञानुपात ज्यामिति 

( (7058 'रिदा0० (९०77९0०५ ) में भी इस प्रकार के सूत्र बराबर आते रहते हैं। 
(&2 “7 ४2) (१377-४4) द 
(४9 77583) (२४4--%) 

इन तथ्यों से यह निष्कर्ष अनिवायं है कि उच्च ज्यामिति में हम भारतीय लिपियों के वर्णों 
का प्रयोग नहीं कर सकते । कदाचित्‌ शुद्ध ज्यामिति (707८ (७८०४८८८०४) की कुछ पुस्तकों में यह 
सम्भव हो किन्तु व्यावहारिक दृष्टि से सुविधा इसी में होगी कि हम उच्च ज्यामिति के समस्त विषयों में 
रोमन और ग्रीक वर्णों का ही प्रयोग करे। 
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हम यहाँ उपरिलिखित तथ्यों का सारांश देते हैं: 

(क) स्कूल अंकगणित में हमें अंग्रेजी अंकों का ही प्रयोग करना होगा जिन्हें अब लोग भारतीय 
अंकों का अन्तरराष्ट्रीय रूप कहने लगे हैं। ह 

(ख) बीजगणित में हमें जिस दिन से विद्यार्थी उक्त विषय का आरम्भ करता है, उसी दिन से 
अँग्रेजी अक्षरों 6, 8, ८....४, », £ का प्रयोग करना होगा । 


(ग) स्कूल की ज्यामिति में हम भारतीय अक्षरों का प्रयोग कर सकते हैं। उदाहरणार्थ हम 
त्रिभुजों को कख ग और चतुर्भुजों को कख गघ से निरूपित कर सकते हैं। 


(घ) त्रिकोणमिति में हमें त्रिकोगमितीय अनुपातों को उनके वतंमान अँग्रेजी रूप में ही रखना 

होगा। जैसे--- द 
87 4, ०082, (६970 ८, ... - द 

(डः) कलन ((४०८प७७ ) में हमें अवकलन (क्‍)9८76४४20४०४ ) और समाकलन (॥76874007 ) 
के चिन्हों को ज्यों-का-त्यों अपनाना होगा । जेसे--- 

ह १ 

हू | 00% 

(च) भौतिकी और रसायन के समस्त संकेत ज्यों-के-त्यों बने रहेंगे । उदाहरणार्थ 

आंए८० के लिए पर्याय तो रजत रहेगा; किन्तु उसका संकेत &8 होगा जो »8०४(८ए%४ का 
संकेत है। 

भारतीय भाषाओं की वैज्ञानिक पुस्तकों में ४७४०० के लिए जल का प्रयोग होगा किन्तु उसका 
संकेत प्न,0 रहेगा । 

अतः रसायन के समस्त समीकरण अंग्रेजी रूप में ही दिए जायेंगे । 

हम यहाँ प्रारम्भिक कलन के एक प्रश्न का हल देते हैं।. 


#यत, 70०7: 7४४ एलंग्रटाए25, प76 तार्िन्‍ःथाएंब 2067लं2१६४ ता शंए 5. 








॥#6 #द76 
का झ70 &च- लक 5 लक छज़ &8फा/०णा 
पल पा 378 ०05 (४--3#) आए ई-- 7# (००७ (४ -- 37) न 
२ हो, ह ४ का मा ण्ज /__ ] 
का 49 


धं 
कक ल्प्राध्मस डा | ्््ष्य्न ] के ् खाक [ प्र ३] 
हर गा | ८05 (&--३7)5-००05 ४, 7.6 गा (27 ४४) २६००5 ४ 
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हिन्दी में यह प्रश्न इस प्रकार लिखा जायगा: 
आदि सिद्धान्तों से ४0» का अवकल गुणांक निकालो । 
इस प्रश्न के हल में केवल निम्नलिखित तीन पदों का ही हिन्दी अनुवाद किया जायगा--- द 
५४८ ४४ए८--हमें प्राप्त है. 97 १6गएंप०7--परिभाषा से 9ए--किन्‍्तु 

शेष सारा हल ज्यों-का-त्यों बना रहेगा । 
जो शब्द अंग्रेजी से ले लेने हैं... 

. अंग्रेजी के कई प्रकार के बहुत से ऐसे शब्द हैं जिन्हें हम ज्यों-का-त्यों अपना सकते हैं। सबसे 
महत्त्वपूर्ण तो वे हैं जिन्हें अन्तरराष्ट्रीय कहा जाता है। शब्दावली आयोग ने ऐसे शब्दों का वर्गीकरण 
किया है--- क्‍ 
(क) तत्त्वों और संयोगों के नाम। जैसे--ऑक्सीजन, हीलियम, कार्बन-डाई-आक्साइड । 
(ख) नाप तौल के मात्रक । जैसे--अर्ग, डाइन, कैलरी, एम्पियर, ओह, फैरेडे, पाउण्डल, 

सेण्टीमीटर, किलोग्राम । 
(ग) वानस्पतिकी, प्राणिकी और भौतिकी जैसे विज्ञानों की द्विपद नामावली। 

2. देश में बहुत से ऐसे शब्द प्रचलित हो गए हैं जिन्हें अन्तरराष्ट्रीय पद प्राप्त है। ऐसे शब्दों को 
भी हमें अपनाना ही होगा । जैसे--रेडियो, पेट्रोल, रडार, स्टेशन, रेल, इंजन, मोटर कार । 


3. हमारे लिए नाम संबंधी शब्दों को भी अपनाना आवश्यक है । जैसे--- 


एिकयवा रीडटिट ““» समन प्रभाव 
(3008 7/7८0077०0707 ---  गिब की परिवृत्ति 
८७४27 "<क्ल्का . ++- न्यूटन. का . प्रमेय ' 
79०छआ9078 5व०07०४..... +-- टेलर की श्रेणी 


विभक्त वाले पदों में से हम विभकति को हटाकर उन्हें कुछ छोटा रूप दे सकते .हैं। हम [९८५४४०॥7७ 
॥४०००८०, को _न्यूटन प्रमेय,” और "७७॥०7४ 8८८०४ को “टेलर श्रेणी” कह सकते हैं । द 
. यह उदाहरण है नामों से उत्पन्न पदों का। इसके अतिरिक्त कुछ पारिभाषिक शब्द ऐसे भी होते 
हैं जो नामों द्वारा उत्पन्न हुए हैं और स्वयं नाम बन गए हैं । जैसे-- पे 
7.97]90००--लेप्लासियन_ 9८००७०--जैकोबियन_ (४४०४अतं४१--राँस्किथन 
7?007४0४5--पॉलोनियम स5प०#पणा7--झयूरोपियम 
ऐसे शब्दों को भी हमें आत्मसात कर लेना है। इतना अवश्य है कि यह सब नागरी लिपि में लिखे 
जायँंगे । डे का है. जी 
4. कई प्रकार के महत्त्वपूर्ण शब्द ऐसे होते हैं जो खगोलकीय पिण्डों (4४7०7०ांटथ! 
००१४० ) , ठोसों, उपकरणों, वक्रों अथवा विषयों को द्योतित करते हैं । ऐसे शब्दों के लिए हमें जहाँ कहीं 


6 .. डा० ब्रज मोहन 


भी कोई प्राचीन शब्द दिखाई पड़ा है, हमने उसे स्वीकार कर लिया है। खगोलिकीय पिंडों के लिए हमें 
जब कोई प्राचीन शब्द नहीं मिला तो हमने अँग्रेजी शब्द को अपना लिया है। जहाँ कहीं प्राचीन शब्द उप- 
लब्ध है भी, हमने विकल्प रूप से उसका संगत अंग्रेजी शब्द भी दे दिया है। जैसे--- 


8८पॉ०९४5 ((&प्र८6त ) -++ अकूबेन्स (कर्क) 

02॥8 (----87907077८ 02) -- डेल्टा ( -“चतुर्थ देवयानी ) 

दि 0062४ ([078८) -- किफ्फा बोरियलिस (-+व्वितीय तुला) 
एणएप74 (एथाछपॉ5) -- पोरिमा (तृतीय कन्या) 

&॥८' अब: “पे लि० (>जलिप्यन्तरण ) 

5प०0८०:फ7 ++ लि० | 


वक्रों ओर ठोसों के लिए जब कभी हमें कोई प्राचीन शब्द नहीं मिला तो हमने यथासाध्य एक 
नए उपयुकत शब्द का निर्माण किया है। किन्तु जब कभी हमें यह भान हुआ है कि नया शब्द उक्त संकल्पना 
का ठीक-ठीक अथ॑ नहीं देता तो हमने विकल्प रूप में अँग्रेजी शब्द दे दिया है। जैसे--- 

४#८४४८--कुण्डलिनी शः7०--सर्पिल ७9०४००००--परवलय, लि० ८००९---शंकु, लि० 
०५7: 0667. ++ बेलन, लि० 570ट6€. >> गोला 

सिलिण्डर के लिए प्राचीन शब्द बेलन” है जो संस्क्ृत वेललन” से निकला है। इस शब्द को 
'सिलिण्डर' के लिए प्रयुक्त करने में एक कठिनाई है। मान लीजिए कि हम ऐसे ठोस का वर्णन कर रहे 
हैं जो बहुत-कुछ हमारे रसोईघर वाले बेलन के ही आकार का है। उसके बीच का भाग सिलिण्डराकार 
है और दोनों छोरों के भाग शंक्वाकार (००४८०) हैं, तो हमें इस प्रकार के वाक्य का प्रयोग करना 
पड़ेगा--- 

“एक बेलन के बीच का भाग बेलनाकार और सिरों के भाग शंक्वाकार हैं ।” अतएव स्पष्ट है कि 
हम सिलिण्डर” के लिए समस्त स्थानों पर बेलन” का प्रयोग नहीं कर सकते । 

उपकरणों के विषय में हमने यह नीति अपनाई है कि यदि किसी उपकरण का नाम देश में प्रचलित 
हो गया है तो हमने उसका अंग्रेजी नाम और हिन्दी पर्याय दोनों दे.दिए हैं। जैसे--- 

फ्टाप70772००--लि ०, तापमापी  9०7०77९४९८ए--लि ० वायुदाबमापी 2.286८५४---लि ० / गिन्‍्तारा 

अन्य प्रकार के उपकरणों के विषय में हमने यह नीति निर्धारित की है कि यदि किसी उपकरण 
का कोई सार्थक नाम है जो उपकरणों के किसी वर्ग को द्योतित करता है तो हमने उसका अनुवाद कर दिया 
है। किन्तु विशेषित -प+रणों के नाम. हमने अँग्रेजी से ज्यों-के-त्यों लिए हैं। .जैसे-- 

आातंद 77 ७--+लि० ॥-84०४7८--लि०.. 8708 -““घूर्णाक्षस्थायी 
7773 80 977०८०--चित्रप्रक्षेपी लालटेन ' 72८000]7६0---लि ० 


ऐसे उपकरणों के विषय में, जिनके नाम वर्णनात्मक हों, हमने दोनों सिद्धान्तों का समन्वय कर दिया 
है। जसे--. | 
तए78 ७४८) -- विमज्जन कोष्ठ, लि० 


भारत में विज्ञान की शिक्षा का माध्यम 9 


॥4700770 ६८६. +++ दाबान्तरमापी, लि० 
००प्र[2885 -- दिंक्सूचक, लि० 
विषयों के नामों का हमने सवंत्र अनुवाद किया है किन्तु हम यह चाहते हैं कि हमारे छात्र 
विभिन्न विषयों के अँग्रेजी नामों से भी परिचित रहें; ताकि यदि उन्हें कभी उक्त विषयों पर अँग्रेजी में दिए 
गए व्याख्यानों को सुनने का अवसर मिले तो वे कम से कम शीर्षकों का अर्थ अवश्य समझ लें। अतएव 
विकल्प रूप में हमने विषयों के अँग्रेजी नाम भी दे दिए हैं। जेसे--- 


॥)7#60८४४४०] (2/०एॉपड.. -- अवकलन गणित, लि० 
(०7 एॉवएए८ट &8८078.. --_ क्रमविनिमय बीजगणित, लि० 
अफिशु07076०7५ --+ त्रिकोणमिति, लि० 


किन्तु यहाँ एक अनुबन्ध लगा दिया गया है । वह यह कि भारतीय भाषाओं में पुस्तकें लिखने 
में सदेव विषयों के भारतीय नामों का ही प्रयोग किया जाय । 

इस प्रकार वेज्ञानिक शब्दावली की समस्या बहुत कुछ हल हो चुकी है, और धीरे-धीरे हल होती 
जायगी । 

तीसरा प्रश्न है पुस्तकों का। पुस्तकों आकाश से तो टपका नहीं करतीं । पुस्तकें बाजार में तभी 
आती हैं जब उनकी माँग होती है। जिस दिन से हमारे विश्वविद्यालयों ने हिन्दी में शिक्षा देना आरम्भ 
किया है उसी दिन से हिन्दी की पाठय पुस्तकों की माँग बढ़ती जा रही है। बनारस में तो में आएदिन 
देखता हूँ कि पुस्तक-विक्रेता हम लोगों के पास आते हैं और हमसे हिन्दी में पुस्तकें तेयार करने के लिए 
अनुरोध करते हैं। परन्तु पुस्तकों के अभाव में भी तो कई विश्वविद्यालयों ने हिन्दी में शिक्षा देनी आरम्भ 
कर दी है। हम लोग कक्षाओं में अँग्रेजी की पुस्तकों का ही उपयोग करते हैं परन्तु विद्यार्थी को समझाते 
हिन्दी में हैं। इसका एक दुष्परिणाम यह अवश्य ही निकला है कि विद्यार्थी ऐसी भाषा में उत्तर लिखते 
हैं जिसमें पारिभाविक शब्द और संकेत अँग्रेजी के होते हैं, शेष शब्द हिन्दी के रहते हैं जैसे--- 

3 35, ५7० पर 7?८००००१ांटणो०० है 

यह मैं मानता हूँ कि यह स्थिति अवांछनीय है परन्तु यह दशा तो दस-पाँच वर्ष ही रहेगी, जब तक 
देशी भाषाओं में पुस्तकें तैयार नहीं होतीं । जब तक शिक्षा का माध्यम देशी भाषायें नहीं होतीं तब तक 
बाजार में देशी भाषाओं की पुस्तकों की माँग नहीं बढ़ेगी और जब तक माँग नहीं बढ़ेगी तब तक पुस्तकें 
तैयार नहीं होंगी । अतएव पुस्तकों की तयारी के लिए भी यह आवश्यक है कि प्रादेशिक भाषाओं को शिक्षा 
का माध्यम बना दिया जाय । 

बड़े हुए की बात है कि अब तक आर्देस के विषयों में तो बी० ए० तक की सभी शाखाओं में पुस्तकें 

प्रकाशित हो चुकी हैं। वैज्ञानिक विषयों में भी अधिकतर शाखाओं पर पुस्तकें उपलब्ध हैं, शेष शाखाओं में 
दो वर्ष के अन्दर उपलब्ध हो जायँंगी, ऐसा विश्वास है । 


४ [72॥3 २३७52 व /#॥0593706]93॥] ?9६७[८७ 
४०0. |2, |५०. |, भाप३7"५ [969, ?92०५ ।-7 


क्रियात्मक कलन सम्बन्धी कुछ प्रमेय 


के० एस० सेवरिया, 
गणित विभाग, गवर्नसेंट कालेज, अजमेर 


[ प्राप्त-नवम्बर 7, 967 ] 


सारांश 


इस शोधपत्र का मुख्य उद्द इ्य लैप्लास तथा बेसेल परिवर्तों की कुछ प्रमेयों को सिद्ध करना है 
ओर उनके व्यवहार द्वारा लारिसेला फलन 7" सम्बन्धी समाकलों का मान ज्ञात करना है । 
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जफ्ल ठए6८ ्ी कांड 929०७ 48 (0० [770ए९€ 5076 (76९०#ट्यड 67 ॥7,2[782०९ 27009 8655८! 
(787038677%73 बचत 97 प्रशंशए पाल्या ए९ 7६0९ ट्ज्वॉपव(ट्ते फरा8728 7ए0एंग््ए 7,2परा+2९७१७ 
पिणएला०0०ए /.. 


भूसिका : 


किसी फलन /(४) के लंप्लास, हैंकेल तथा माइजर परिवर्तों को 

8 (0)5#| «/ 0) # 

$(/)5% | #07"% (9700 # 
तथा 8७) (|) # | ७07७, +0/0) ८ 
पारिभाषित किया जाता है और उन्हें सांकेतिक रूप में क्रमश: 


३ (/) 7570), ४(8) कि ४ तथा # (४) हि (४) द्वारा व्यक्त किया गया है। 


]29 के० एस० सेवरिया 
प्रमेय ४. 
यदि १00) *-/ 0) 

तथा ४७) 7-8 7, (#/) [9 (०४). (४) 


ह॥ ता 
27-५३ 60 #7/टोपए-गाभण 2 ३(०+रे +2 ०५०) 27 (०/४) 
पृब्ल 


तो ४(#) ॒ 
गा व +य(+ 0) व [7(+ 0] 


>< [टिक [ऑग्न-/+गे+ ए- ७) (० --/+लैज॑-आग्न॑ ९) 3-०७) --७ * /५० 
0 

445 लि 6, 9 2 22 )) है! | 

] ज5 8, [ नी थै ० रॉ है उंड: बा 9 हा है र्प 2 ;| है ) 6 ( ) 


तभी हो सकता है जब समाकल अभिसारी हो तथा |/(/| का हैंकेल परिवर्त 


एवं [#77* :(०/) रा [9//(/ | $(४)| का माइजर परिवर्त विद्यमान हों 


[( 
तथा #>0, #चन < (७.), ८720, ४55।, ..., 7, 2:>0. 
। 


उपपत्ति : 


४(४)5- 2 | 907 775 %) है [9/6%) | #(0) १0) ४ 


प्रा 


किन्तु ४007], (४07/ 3, (४0 (0 *% 


४७८) [7777 ज॥॥०) | छू) | | हा जे /एऐ * 


पा 


समाकलन के क्रम को बदलने पर 


प्र 


४७७ (4) /ी आप का किट 7000 #७१०,०० [+,/(०० | ४ 


क्रियात्मक कलन सम्बन्धी कुछ प्रमेय [3 


दाहिनी ओर सक्सेना के परिणाम [2] के अधार पर ४ समाकल का मान ज्ञात करने पर 


(हल 79(#7) 3५ (009, (#)स [3/#(क) |2 


27- एक-एक रेफर) व (6४) 80 
पृद्क 


ए+ 0) 70 +) [7 एत +॥४)] 


>< 7 [#र्न-#+जेन॑-कश-०)) (०-2 पीवैनीआ्नी ०3 ।+/ध, «७ नी[७७ --७  +#, 


6. 2 धव 6 2 4 2 


हमें (2.) परिणाम की प्राप्ति होती है । 


आगत समाकलों के पूर्ण अभिस रण के कारण इस प्रमेय के श्रन्तर्गत व्यक्त प्रतिबन्धों के अन्तर्गत 
समाकलन के क्रम का विलोमन सम्भव है। 


उदाहरण : कुछ संशोधन के साथ सक्सेना के परिणाम [2] को लेने पर 
४) 5२४)४7/१ #(4(+2#+)- ७), $(॥+)4-+१-॥० ; [केश ++७  नीशक | कगे 


6 2 9 स्कक | श्र ञ्ु 


हे &+ के 7( --)) छः /2 कं (८/) हा [गत न॑- ) | | है (८९) | 


न 


2-० 7(३6-+-2#+)+/0) रा (व) 
२-42), मेन-):0, 7(/--34--/)०३3, /70, 6:०0 
2-2; (०), ॥>0, +-], ..., ४ 
तो सक्सेना के परिणाम [2] को किचित संशोघन के साथ प्रयुक्त करने पर 


४० 3,७87 [3/(%) |४() 


[4 के० एस० सेवरिया 


दु वि+)५ 0+-7/2 ४ (-+-*) 7:(87) #, (७४) गा 


अन्‍ननन--+« 





- [9/(क) पे पाए +प्छो 7 (०9) 
2-० 7३-26 /0) 7 (०९) 
च्य 


6. 7(-+०) रइ(स्नकन-#+प्प्न-लै4+-2+ ०) 70%) 8? 60८ 
् 9 0-5/4 /06++)५ ४(--)) । 
है 2 


गा हा 


| //,-/* 4 (4 -:/) या [7(-- ;) | टी +7]+२4+ /४+|2+0-7/ 2 
गन्ना 


का [३(०+७न#-+७--24- 2), ॥(०-- #नी/ नीशम्न॑ 4-०) 3 7--/8, -०५७ 7 /७ 


है 
८ 4 6. 6३द ८ 2 84 2 
4--०५ **» 4 -- शा, 4 77/5 4--2 ; क्र 6४७७ हे रे 9 77 नि 9:०० नर 


7 कह? 0 7 हु 


-९(8), उत(ग्न-आन-रीव--॥-०-+-०-7--2) 0, 2(८--४) >|7% ४] न. [20 2४ | नं [207] 
उन ह। प्र्य्म 
प्रमेय का प्रयोग करने पर हमें 


(/4॥ 4 


रे सशोपता ८ ३(०-+/+रेन-ए- १); डै(०-+-2कंवैन॑आन॑०) ; 4+॥0५, -... -+॥७, -+॥/ | +२े; 
रू हा 9 १०० 


कद 6 5 
9 बा 9 8 9 | हक+-24+)-॥)- 2(7--3/--)--/«) > 


0 नम हद » 
हर [एक 
2/ ६8 (०-4७ ८८०) ) < (4(/-२4--१-८॥०)) 


7(-) 7(4(०-+७+०--४--३४/-/--23-»)) 
हा 7 कल अर 
/४,7/४ 


4 
2 / 2 2०] रे! 
| % भर | 
7 7 2 


4८ | $(० नी#धन2-+#आान-4/--#--2-») , 
इ(०-+॥#८-न॑/--#न-24+-/-2--2) 9 ] (03 +००७ [ “(४ 4 हा को [ +2,३- न 7 "23 
__ छा जगह _ छा ० ० ५ था ४2 
2 औ 2:50 ह ा रे * ५ हे १०2 ॉँ रै ँ । | 
की प्राप्ति होती है यदि द 


क्रियात्मक कलन सम्बन्धी कुछ प्रमेय [3 


चिन-)->9, झ(ए--9-+-#न+-+-/-: ० >- / 2) 20, #70, 8970, ८००, 
९4 7. 
८7>0, ट्रक ५ *००५ 73५ (2-0, ।+ 9 ००9 725 मत % (४५) 655» (9)) 
ह (4 है। 


4;750, ४55, ..., ?, (/5-0, /55, ..., ४, रखने पर हमें शर्मा द्वारा प्राप्त परिणाम [4, 
7. ]]] (6) ] प्राप्त होगा । 


प्रसेय 2. 
यदि ४(/) ज४(/) 


तथा ((/) ्ड |" ०४/2 2 [72:०४ ?(7)] ४(४) 
#कमब 7छ+ते नशे वर (६॥/) 


तो ५४8) उ२ ह 
शव क(]+०) वा [न] 


>८ (#+65४5४॥ ५ $स+ऋ-- ७), (हैज-#्न-४-) 3 ।-+-/७3, --.७ --/५७ “०; 
0 


दे 


मम ४8... (2-2 
का) कक, हब ] ४) ४८६. (<2) 


तभी हो सकता है जब संमाकल अ्रभिसारी हो तथा [>()| का लप्लास परिवर्त एवं 


। का! [27/:(०॥) ४(४)| का माइजर परिवर्त विद्यमान हों तथा 


४ ; 
7-09, 60, ४55. ..., ?*, 2५८) ->०0, ##5८ हक (/४४) 
उपपत्ति न 


४(७)5% | (#0)7 ८१ भय [7०३] 3 (8) १6) ० 


किन्तु 80)-7|, ४*/(७) & 


#४(8) ₹/ | हर शक [॥(क४)] 20687) ६/ | # 7 (७) 4५४ 


]6 ..के० एस० सेवरिया 
समाकुल के क्रम को बदलने पर 
४09) ४ ७) || शीए कमाए [को] ऊ (0 7 
दाहिनी ओर के समाकल का मान सक्सेना के परिणाम [2] की सहायता से निकालने पर तथा 
(22) -« ्प (८) 7(८--३) का उपयोग करने पर (22) प्राप्त होगा जा 
उदाहरण : [ ,0.278 (25)] को उदाहरण स्वरूप लेने पर 
न) (#नशकी 7० 20५७ +ई) 
न 077 ८०४ # ५ (८४) 
 +-१ (४), 2(४७)>0, #(७)<3, |«|8 ८<छ 
हमें [2] की प्राप्ति होगी : 


7० ८7 [90४] $0)ल्‍+ीव१-४४  [9//(०४॥)] 7० (०0) 


27+7-4 #7+३/ 7५३ (३--/--४--०--०)) रा (८;/) 


४ 





क्षोपशकगमण वए7--) 77 [7(+/0)].. 

लत 
८ (जल /--/--॥7-+- ०-० 
हर तर 8 .. व 


3 -/४3५ डा --॥/५५५ ] वाट 


5३७), खोलेन#न्थ्नश्कगे>०, हा) 22 कमान [6 #, ऋन्त 2, (मो 
फ्रमेय को व्यवहृत करने पर हमें 


0-34/42 


[कि (£--८) --/५-॥ -॥१ ([ 2.2 ८/)77/2 2-3./4 लिआर्शू! _- हू) 


क्रियात्मक कलन सम्बन्धी कुछ प्रमेय !7 


कट न-ऋ-)) ३ (शैनीफान॑ शर्न-)3  नै॥0) ०७ नी#क ०; 


ध्‌ कद 


जम किक रब मकान | धः 
(#-+०) 7? 3 (४-०१? ॥४+०)* 
__ 20/0470+४7 32 7१३ (0--/-॥४--/-८०)) 


१७६७७७७७७७ए"एशए्रराशणणशणणााणआाभाााणणााणणणणाप मम अब 


बी थि (र+न॑ागो+ 9-3 /2 / (#-॑-ै-॑-9) 


>(॥#८ | कि न्‍ अप व ३ ] -+-॥03 के ] +-॥9$ ] -+-7; 


2 2 42 
__०_ का - 
८ ? उ ७८७४? ८4 


प्राप्त होगा यदि 
घिहैन-2नहाम्म- एज-7) 220, 2(/)<3, #/>0, ००0, ४5८-, .... #, 


पृ 
70०) >०0, ऋच्च का पद 
4 समन 


4८550, ४77-], »-, ४ रखने पर हमें शर्मा द्वारा प्रस्तुत परिणाम [3] प्राप्त होगा । 


निर्देश 
., एडल्यी, ए० । बंब06४ 0 एफॉाटडुएथ (79780775, भाग 7, 
मेकग्राहिल, न्‍्यूयाके, 954. 
2. सक्सेना, आर० के० । मोनेटशेपंटे फुर सेथ०, ]966, 70, 6!-63, 
3. शर्मा, के० सी० । प्रोसो० ग्लास्गो०सेथ० एसो०, 957, 3 .8. 
4. शर्मा, के० सी० । वही, !963, 6, 97-2., 


४ [37॥3 ?37"5॥3र6र्त 705370 3॥ 730॥"|८8 
४०. [2, ि |. [आपशा५/ 969, 28४९५ [9-24 


| बी 
##% परिवत के प्रसार प्रसेय 
ए० एन० गोयल 
गरियत विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 
[ प्राप्त--सितम्बर 8, 967 | 


सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में शर्मा के ९ दा परिवर्त के लिये 8 प्रसार प्रमेय दिये गये हैं । 
3757 9८ 


द् । ष्‌ 
फऱफुण्गडाॉएत ईं॥९072९काएड ० $,., एाथशआडई०्शा,. 289 2. 7९२. छ09०, -726एकाफादा: 0 
4०2९0778008, रिच]2880497 पएिशाएटडआ7ए9, ०फछण- 
हे ४ थ्‌ दि 
एए पा ए728८४६ एथ0०० लसंशगा द्टएथ7४07 7607टफड ई07 पं छब्कएा4. ९. पिक्यार्ई 0777 


376 शाएटए0 


. शर्मा ने कप प्रिवर्त को निम्नांकित समाकल समीकरण द्वारा पारिभाषित किया है : 


ध्‌ हु ५० 4 बट2 दा, ०-40) का +--५० 
की 6८2; 0.६ |... “-7/4 ८ [22 १ पर ला | ॥ (4? “४7 !77 ) थे 
6 [जल कई 85 |, हवन कब वमबाण डे 8... 38 ..हिक4७ ४ 
(:0) 





8 #| €प्यंए (9 ््््ी तथा &* /(४)«६! (0, 70 (4) 


। कि िफ 
| माइजर ०-फलन है । उपर्यक्त समाकल तभी विद्यमान हो सकता है जब »: तथा 4 
डे 





जहाँ ७५, पे 
ऐसी अनुणात्मक पूर्ण संख्यायें हों कि 05:%ऋ<3, 9:90, %ऋ--9 >>2 तथा (4) 
हम ('0) की दाहिनी- दिशा को-निम्नांकित अकार प्रदर्शित करेगे 


/ 5090 ७7) 





20 ए० एन० गोयल 
जहाँ (०,) द्वारा ०, 4», 53, --७ ८७५ प्राचलों को प्रदर्शित किया गया है । 
2. उपपत्ति में निम्नांकित ज्ञात सूत्र की अवश्यकता होगी 


7छदे + (2०) /शए-एक्राप््ा/॥ 7 2(८-४/७), # घनात्मक पूर्सासंख्या है. () 
4कू0 


हर एस | ब्यधा (6--॥४-- ), 7 7 सम कि ) रूप ग्रहण करेगा, (-2) 
जहाँ » धनात्मक पूर्ण संख्या है तथा जहाँ (०), क्रमगुणित फलन है जिसे 
(०)/55०(०--4) (०--2) . .. .. - (७--४--) (-3) 
द्वारा व्यक्त किया जा सकता है । 
व्हिपल तथा गॉस ( मेकराबर्ट* ) के अनुसार हमें निम्नांकित सूत्र प्राप्त होंगे 
एफ, 0) वि शिफकी).... 0७ 
जहाँ. :(७--28-2)) > --2. 


4 (८) /(८--७6--४) 
रॉ 7-० एए- 9 ? 


जहाँ /((४८--६6--०४) >> 0, ह (]-5) 


47०, 8; ८; )-+ 


प्रमेय 7..._ यदि #(०%)<0, % तथा ४ ऐसी ऋणात्मक पूर्णासंख्यायें हैं कि 0<:%<:3, 9:>0, 
४४-4१>>2, तथा प्रतिबन्ध (4), 
तो ः 


ठ् (८५ --०,४)+ हि हे 


छठ ८-7, ५,, --.- ०६; 8 
०0 7 4 (4५-८7 -/ +?) 


(4) (/॥+4- ) 


म् [ (4५) 3 (०७-व), 4६ । 
4 (०%- ध्यर्न-) | (०५) (/00+4-2) ) हज 


उपपत्ति : (:6) में बाई ओर (:0) में से मान रखने पर 6 फलन को कृंट्र समाकलन के रूप में 
व्यक्त करने पर, समाकलन का क्रम बदलने पर तथा संकलन करने पर सरल होकर ; 








षु 4 , >/६0/--०,७, ।-- ८] --४ 
पर जा | लि” ॥॥ १ ] कक हा 2५ 7725 “ -. || ) 
स् हक प्‌ आज ४ जल 


लक हू 774) ०] 


४ 4४ ॥(-8+) 2४ 7(०-)) 7(०/--०+-) 


धर ४ 
$%८परिवत के प्रसार प्रमेय' 2] 


की प्राप्ति होगी । (75) का' उपयोग करते हुये (!:0) की सहायता से विवेचना करने पर (-:6) की 
दाहिनी दिद्या प्राप्त होगी । 


प्रसेथय 2. यदि #<, % तथा 4 ऐसी अनृणात्मक पूर्रसिख्यायें हैं कि 0&#%<3, 4:>0, #--4:>2 
तथा प्रतिबन्ध (4), 


तो 


कं (64) (०,४-१)9 ०,४-५ ) (] “9० ॥(नर्त-जा (००७) ) (-7) 


(8५) (|8+4-2) 4(--#) (8५) 9 (8/+-4-2) 

उपपत्ति : (:7) के बाई श्लोर (:0) में से मान रखने पर समाकलन तथा संकलन का क्रम बदलने 
पर, तथा सरल करने पर #/(]--०,४--३; #)5-(!--#)%%77$ का प्रयोग करने पर, तथा पुनः (:0) 
की सहायता' से विवेचना करने पर ('7) की दाहिनी दिश्या प्राप्त होती है । 





प्रमेथ 3. यदि 7(3-+-2१+4-०) 52, # तथा 9 ऐसी अनुणात्मक पूर्णसंख्यायें हैं कि 
0.<87<:0, 4:22, #-+-9>22 तथा (4), तो 


ठ्र (52% --  )+ ४ (१--१) (8॥+4-2 --+)/(--१)* ४ (6६) 3 (००४) 9 ) 
__0..... (इ))/ (20-/%%+६-2 7 7 7?) 7 4 2-१, 09, "०५3 (/%+4-8) 


४ (६08, 8000] ) 


उपपत्ति : (:8) में बाई ओर (:0) में से मान रखने पर, समाकलन तथा संकलन का क्रम बदलने पर, 
सरल करने से 








("8) 


४४ 7(68/-3) 77 7(7-०,--)7()--) 7(23--5) (४ 
| &77/44४४ 7४) ८५ [वर कम 


272. #४+4- 


रत प्‌ [ नल -53) जे (०५ -35) (24 -“/8+4- ) ४ ( “7+--४) 


ए 0५ ईलै-॑, /#+4-2 7५ ० आह कक ) 
५06५ 202-%+4-५ 5, 4-जैर्न-ड 8.22 | 

प्राप्त होता है। श्रव (!:4) का उपयोग करते हुये पुनः (:0) की सहायता से विवेचना करने पर 

(]-8) की दाहिनी दिशा प्राप्त होंती है । 

प्रसेथ £. यदि |[#/2|<!, #? तथा 4 ऐसी अनणात्मक पूणसंख्यायें हैं कि 0&#<:3, 4:20, #--4:>2 

तथा प्रतिबन्ध (4), तो 


| ( 2 (2, [--&-+-7), 4, +3** ८45 3) 


कन््0 हं! ०५ ); ((88+६-2 





22 ए० एन० गोयल 


है (१-४ !! ४ 
लक +5, ४ इत्क 


| के क्‍ 
जहाँ 2५ (0५ ०) द्वारा ण0 77, स् पे शा प्रः तथा * प्राचल अभिव्यक्त होते हैं और 


८५(%१, ]--4), 4) +३---१८: (०७४) । 
0 जा आओ, । 














” धनात्मक पूणा संख्यायें हैं। 


उपपत्ति : (:9) में बाई ओर (!:0) में से मान रखने पर, समाकलन तथा संकलन का क्रम बदलने पर, 
(4"2) का उपयोग करने पर तथा सरल करने पर 
6 20, ग्‌ल्ट न5 ४-४३ ; -॥0) 
| 3 


हि 2 


८7? #+ ६-2 


४ 7९--8/+3) 7 (०-७) 


24 $ 
* (2) % | 
प्राप्त होता है। /(--१४; ; --//१)७-(।+-#/9)7“-४, का उपयोग करते हये (:0) की सहायता से 
विवेचनता करने पर (:9) की दाहिनी दिशा प्राप्त होती है। 








प्रसेय 5. यदि %, # धनात्मक पूर्णासंख्यायें हैं, ?(०७)<४न-], % तथा 4 ऐसी अनृणात्मक पूर्ण 
सख्याय हैं कि 0<#%<:3 कल्ल0, ॥०--4>>2 तथा (4), 


ली 6 235 (4५७) 
तो डर ( ५ 772 ) 
बन ([ -॑04-:०%--?) 9 82५ 8५ 3 (0%+८-2) 





(6 ) (०७-१) 3 ०५,४-:72 हे 
80) 202० | हम 


उपपत्ति : (20) में बाई श्र (:0) में से प्रतिस्थापित करने पर समाकलन तथा संकलन का क्रम 
बदलने पर तथा सरल करने पर 


| रे ] |' 
कप 4 (4 -+-89, -- ०७-+-१) 


77 7१ न्ब्ब् ह 

| 2 2 (8-3) 2/ 7(]--6:/+5) (--) (] है ध धर डर ( £ ) क्ः | 

|| -2/447% / (५) ८५ न जम आम मम लज मल ल नल 4+ कट आज ता हैक 4 
0 (, 77/ 4-2 ह 


4 /॥(] -/2) -+3) </(०:-- 5) ४ ( | -- 8 -- 0,2) 


प्राप्त होता है। अश्रब(-5) को क्‍ 

चर ्‌ [--०.७-४न॑- 2) [४५ 4--०ऋ -+-5) |*+- (रे ६) 730 (०७५ ध्) ) [4 (०७ पक 3त्त्का) पर 
के साथ उपयोग करने पर तथा (:0) की सहायता से विवेचना करने 'पर (:0) की दाहिनी दिरश् 
प्राप्त होती है । 


प्र न कि 
##पेरिवत्त के प्रसार प्रमेय द 238 
उपप्रभेय 7. यदि #&5--१, तो उपर्थक्त प्रमेय से आवर्ती सम्बन्ध - 


0+श-प्ण डा 03: 90 ,)5 ४4 














/पर्ताः ! 993 84; 8) द जी 

| (८५) (०४-३१) पक या: ) “] 
४568 आल 
प्राप्त होगा । अल मत 


प्रमेय 6. यदि ४, ? धनात्मक पूर्णसंख्याएँ हों, #(6,-०७)<४, % तथा 6 ऐसी श्रनृशात्मक पूर्ण 
संख्यायें हों कि 0६<#€:3; 40, #2+ (०72 तथा (4), 


तो ह ट् ॥॥. ( ] ) ]+7 | | ५ प | है! आती ) ) 


/(]--०७--०3) ( 


(८८) (० १/3 जा ) पु ः * 
(7 न 8 “|. (४५) ४: 7) द (४ हक 


(84) (/3/+६-2) 

उपपत्ति : (22) में बाई ओर (!'0) में से प्रतिस्थापित करने पर, समाकलन तथा संकलन के क्रम को 
बदलते पर, (!:4) का उपयोग करके सरल' करने तथा (:0) की सहायता से विवेचना करने पर (22) 
की दाहिनी दिशा प्राप्त होती है । ' 





उपप्रमेय 4, यदि ४८5], तो उपयंक्त प्रमेय से श्रावर्ती सम्बन्ध 


(64) (०५४) लक (८५) (कका-)3 प्यार | | 
/ ( (84); (/9+4- ५) कर ( 93 -+: ] 8५2, 88; ((390+६-2) ) 


जक्ा0 दीशिकिया) 5५ 





प्राप्त होगा । . ्ि रा 
प्रसेथ 7. यदि ४, ” धनात्मक पूणसंख्यायें हों, # तथा 9 ऐसी अनणात्मक पूर्णासंख्यायें हैं कि 
0<#%<.3 4-20 77 न (>> 2 तथा (4), ि(०क-#+०-2) >>) जा 7279 

तो 


क 2 (५ ) (०,॥-)3 ०%7? 
हा ४ 2 (/0%+ 4-8) 2#+ 4-2 7? / 


६ (400 “7 (+ (०+4--2 77%) ( 9_ (6८): (0५0-7)9 ०७७ -7 | (24) 
4 (०५४ -“7//#+ 4-9) 4 [0५) ; (/#+ 4-2) 

उपपत्ति : (2-4) में बाई ओर (0) में से प्रतिस्थापित करने पर, समाकलन तथा संकलन का क्र 

बदलने पर, सरल करके (:-4) के साथ 


खनिज 
अटनलललननर, 





24 ए० एन० गोयल 
[4(--8%+4-4 7775) ]7 5 (--4) (8%+4-2-5)/ (१--/8॥+4-275) |“ 
सम्बन्ध को व्यवहृत करने तथा (4:0) की सहायता से विवेचना करने पर (24) की दाहिनी दिशा 
प्राप्त होगी । 
प्रभेय 8. यदि %, ? घनात्मक पूर्ण संख्यायें हैं, ?(8%, ८-27) >>0, % तथा 4 ऐसी अश्रनुणात्मक 
पूर्ण संख्यायें हैं कि 


हे 3 8] (- दा-7, 52, «4८३3 (०.४) ) 
हर (था पी किक 4-27) ५ (8५); (/2,0+4-०) 





363 [ 2? (6५) 5 (०७) हे 
रा :(]- पी /क+4-7 7) ४ ष् (8५) 3 ((9+4-8) 9 (9+4-2 कं] ह हे 





उपपत्ति : (25) में बाई ओर (१0) में से प्रतिस्थापित करने पर, समाकलन तथा संकलन का क्रम बदलने 
पर, (!*4) का व्यवहार 


४ ( ० 2॥+4- का 84 (8॥+4- 275४ 72) ््ड ( हा !) रा /॥+च-4 छा 5) | 486 ज्ड --/,30-- 4- 2) 


सम्बन्ध के साथ करने तथा (:0) की सहायता से विवेचना करने पर (2:5) की दाहिनी दिशा प्राप्त 
होती है । ४77] पर निम्नांकित रोचक उपप्रमेय प्राप्त होती है । 


(८५) 3 (५०५४) ) 
(8५) ; (/87+4-2) 





(]-- ८५ प॑।0+ध-9) ९ (5 








-#(-4 4-, 4५, ... 44; (०४४). (4 (०८) ;(०५७) 
[8,) ; (०,७+-4-५) 4 (0५) ; (%+4-७)+ ((8॥+4-27-7 ) 
क्‍ निर्देश 
, शर्मा, के० सी० । मेथ० जाइटअ०, !965, 89, 94.97. 
2. मेकराबर्ट, टी० एम० । #ण्यलएंठ्य 0 007%एछ65 ए८772707९5, 958, 


7. 368, 363. 


. ४ []3॥3 7ि875]9व व /॥0७5०॥ ॥ 83॥ ?ि3६/[० 
४०!. ।2, ४०. |, |॥०७७/५ |969, 2०2०६ 25-30 


छ-फलन - ४५ 


के० सी० गुप्ता, 
गरितत विभाग, एम० आर० इंजीनियरिंग कालेज, जयपुर 
तथा 
यू० सी० जेन 


गश्त विभाग, उदयपुर विश्वविद्यालय, उदयपुर 
[ प्राप्त--नवम्बर 0, 967 ] 


सारांश 
इस टिप्पणी में ल्‍7 फलन का सूत्र स्थापित किया गया है । राइट के सार्वीक्षोित बेसेल तथा हाइपर- 
ज्यामितीय फलनों के कुछ सूत्र तथा ए फलन और माइजर के ७ फलन को सम्बन्धित करने वाला समान्य 
सत्र हमारे द्वारा प्राप्त परिण्णाम की विशिष्ट दक्षाओं के रूप में घ्राप्त होते हैं । 
3 056॥" 98.0४ 
पु'छ& छ.धिक्टशांखओ व, 89 #. 6. 5ठणएा9, 6०००07600 ० /०४ाट्यावा725, ७४. 7. 
ऋषइ22- (०6९४८, ]व्य7प०, बणए्ते ए. 6. ४४, 7679थ07शठ्य ० ल्याओा28, एपफापटाआाफ 0 


एतबाएप०, पिंव9प: 

तप्‌ृफल बाय ० एप$ 706 48 00 दाब]870 8 077फ9 $07 ॥6 लि-फिएएत075- 
70प86 [07 पहमाड इल्ाल्तबॉडलतवे फ्रेदडड९] बात #एएलछुढ०ठालताट प्रिवटाी0ाड 388 एटा 28 9 
एष्णलाबों (00णप्रीब 2070<९८पंश29 ८7९ म-पिलटाठ्ा ब्यते ८७०१ ए-फिटाएण्ा 009 388 एथएा- 


(677:8770 707- 


८पॉ97 ८856९ 07 0प्र८ #८5प्रा. 


. झ्लर-फलन : फाक्स [3, 7 408] द्वारा प्रचलित प्र फलन को निम्नांकित प्रकार अंकित 


एवं पारिभाषित किया जावेगा 
॥7१ १६॥ 
7 | 4 | / 


१ 
(/ 7(8/-868) [7 रा -क+० ४) 
कि /े 


(6], ०१) 9 (6८५, ०५) **«०३ (६४५ है| 


(0५ 54), (02, 3५) १ १**) (6५9 20) 





48] हे कं & 
हि 0 ही “0]-:/6) 7/ /(&6-०॥5) (.]) 
४5॥]+ - वाकई 


26 के० सी० गुप्ता तथा यू० सी जैन 


जहाँ « शून्य के तुल्य नहीं है तथा रिक्त गुरानफल को इकाई के बराबर माना जावेगा; #, 6, %, ४ ऐसी 
पुर्ण सख्याये हैं कि [€#<0, 0<#&€#, ; ०(/55१. ..., /), 8/(/5२, ..., 4), धनात्मक संख्यायें हैं 


तथा 6|( |--, ..., #४), 8 /75, -..,५) ऐसी संकीण संख्यायें हैं कि 2(9,--80£) (४--१, ..., ४४), 
का कोई भी पोल (70०6) 7(॥-&+#व्य) (४55, ..., ») से संगमित नहीं होता । ' 
अर्थात्‌ कर ०(४॥--०)-(ध्य--२-7) (].2) 
(2, शैनत0, | ... ; #553, ..., 7ै॥ $ ४5८, ..., ४) 
साथ ही, कंटूर 7, ०-४” से ०-+*” तक इस प्रकार प्रसरित है कि बिन्दु 

(#ग०)(५ ] 773 ४-50, , ... :) (].3) 
जो (8॥-/%£) के पोल हैं वे /, के दाहिवी ओर स्थित हैं और बिन्दु 

2 मा अल, (६-5], ..., ४; १5-50, ], ...;) . (.4) 


जो 7(-०,+०६) के पोल हैं वे बाई ओर स्थित हैं । ऐसा कंटूर (.) के कारण सम्भव है । 7 फलन 
सम्बधी इन मान्यताओं पर पूरे शोधपत्र में अटल रहा जावेगा । 


2. इस अनुभाग में निम्नांकित सूत्र सिद्ध किया जावेगा 
(८, ०१) 5४»: 3:89 2205 कक) 9 "**9 (6, ,)। )» जे 80) है 2 १५) | 


77. ॥. 
प्रा | 
४४५ हक (6,, 2): 559 (6/॥0 (38) कक , (८१, 07) शव १७ (८/, 9.) ह 
कर (2 ग्) 4/2(7]--77--/-7+# --7२--३/--४) 





या न )/2-८. 7: शाम &)7.-३/४ 
“पु 0० 00००५ ७०१०7 ७0५7० 


72, ४००६ (८४ (५५ ढ.) 9 (७४.४६) | द (८ (4 6.2 ढ १ /0,) 
कर्ट | 89॥ (0 (69, 0७), (0/4,,)), (2५ (54, ४५), 3॥.5: | ॥ 


जहाँ 24, .... रब औं--५ रैक ही, --. २; तथा /। ..., 0, धनात्मक पूर्ण संख्यायें हैं तथा 


772 ॥) ६] 8 
(7) गा (26), रे (४४)) .“ (#3 तथा , 0) के लिये क्रमश: 24, ४, #, 


चयन 


गः 
पा) ४ (४) 35० (0४/))/, 2 हर (20) 7; तथा ,< (/2) ९. के लिये क्रमश: ८, 8, 9», ० 


ति-फलन-नए 427 
(7) ( ५ (2/% 9 8, ) 9 (28 ) 44% युग्मों के लिए 


( 98. 3 ) ( अर गा । | ) ( 9#--२4%- 7. & ) 
* 24, 24, 24॥ है ४ # 7] ? 44% 44, 


(0). तथा. (2 (26% $0, 2 2)) 2४ युस्‍्मों के लिये 








) 3002. ॥ हक (24, 9 98)3 का 


(० (24, 30)» ) (4 (०८ 59) जुड़ /? ते लिखेंगे । क्‍ 


उपपत्ति :  7-फलन की परिभाषा से 


(६7५ ०१) 9 (4५५ ०७)५ (635 ११) 9 27४08 (6५५ १) | 
(64, 3)५ ०5 8 (80४9 8,%) (८,,०।) * । (८... 9.) 





7). 
१६ 2 शी ॥7+/ 


॥]. 8 - 77 
द 2 ४0०६) / 4 --६|-०]6) क्‍ 
हिना द कक न (2.2). 
०77. [८ । आल, । 
2॥7 7-०) 7 7०-१४) 
हे 


हू प््घ्क 


प्राप्त होता है । गामा फलन [४4 7. 4] के लिये गुणन सूत्र के बल पर हमें 


हे हा 8 
(8-88) चय हा ) 


नन (2व्री) 7207-74) (04/)7,77/2-/ 8 7 | न हर 6 ) 


ग्क्त0 | | 
प्राप्त होगा । 
अत - 
| ॥] है ॥ 
7 798] --8) न (2ग्र) 7207-20 [7 (24) 8/7/:0 #) 
बच तन 
7 (0-7 __ 3. )| | 7३ -7_ 22 )| | 7 | ॥77._ )| 
के हि, हे ( 447 2645५ घ पा . 29, | १-50 24% 24% 


ऊपर दी' गई विधि के अनुसार हम 


! 
मय -बनकही, 7 7(-०-+कई), तथा 2 7५-७४) 
आर ड म्क 


28 के० सी० गुप्ता तथा यु० सी० जन 


के भी मान प्राप्त करेंगे और इन मानों को (2.2) के समाकलय में रखेगे। इस प्रकार बने नवीन समाकल 
को (.4) की सहायता से समभने पर हमें वांछित फल की प्राप्ति होगी । 

3. (2.4) की विशिष्ट दिशाएँ : निम्नांकित श्रेणियों द्वारा व्यक्त फलनों की खोज राइट [5] 
द्वारा की गई : 
] (--४)* 


(0) 
रा 


जा कक । ॥ “5 /97 ) 553 हर 
!? 
रत £ (धा्न-०)7) ५ग 
तथा पल 
मा बज का 


हम इन फलनों को क्रमश : 


(६7, व्य (| ०) केतों हक 
4 त्त्था | । 09 “[ नह) । से के द्वार! 5 कार 7 पा 
2 58) #४५ मत (0 80) ता द्वारा व्यक्त गे और इ रे 


राइट के सार्वीक्षत बेसेल तथा सार्वीक्षत हाइपरज्यामितीय फलनों के नाम से पुकारंगे। (*) तथा (8) 
श्रेणियों की तुलना ब्राकबमा द्वारा दिये गणे त्ष फलन की निम्नांकित श्रेणियों [!, 9. 279] से करने पर 


॥0, ॥ ८43५ ० (6), 5३) 
प्र | (८43+ ०१॥ 63 8 | 
2, 4 $ (07, 7.) (8८५ 2) 


7 76 कस “४ १०) 64 ग्‌ 2 ः ४ ) 0 2 सा 


॥8 ७. नं !, 
जा 





हम 


|«] १५-७0 ५ [0 हा ह॒ 
हो ग(व-दनश कं 2) ही 7 (नम का) त# 
॥। 


,. ज्ला+3. न्विध्क] 


(3 |) 


ब् 
472 


जहाँ गा का तात्पय गुणकों के गुशनफल से है जिसमें /₹८], ..., /55७8 /र+#; 
हमें राइट के फलनों एवं त्ि-फलन के मध्य निम्तांकित सम्बन्ध प्राप्त होते हैं 
॥ ५ 9 हे 
४, (४, | «(0 ॥), (-» /) (3-2) 


(4, , ध््प्‌ 9 (|; ५ ) हें 
१2४4 ७० 2) (0५5 84) ः “| । 


कि की | छ है 2208: (7 ८9५ ०9) | 
अल 


(2.4) में प्राचलों के विशिष्टीकरण पर (3.2), तथा (3.3) सम्बन्धों के बल पर हमें निम्नांकित 
परिणाम प्राप्त होते है कप 











(3-3) 





£-फेलन-4 ५४ 29 


2) क्ष (&) चने (2) /2-ै) ॥6/,77/3 [० 7४-३/१ 


हि हक घ् । /* 
2 47५ ला हक ( हक (24, 0), शव ) | 2 ) 3 हर )| (34%) 


जहाँ 3४, तथा <., घनात्मक पूण संख्याये हैं तथा (3-4) के बाई ओर के शेष संकेतों को समीकरणा (2:) 
के अन्तर्गत (70) में दिये गये संकेतों से समझा जा सकता है! 


| ०१), जज (८/५ ०६) कर क न 802 4/2(77--7 | 0-4) 
(5) ८7 जि आह ०2 


(८2५ (/?%, ८६) ७) /< ५ 
(20५ (४५, 04)5 /4/(२०)) 





? 
--%& (20) 
आई 
७ ॥7 (7) १-४३ 7/(0,) /१-४; /४५ ही अल | 





ध 
४ (050)/ 
व द 
(335) 
६-५ रन ? धर 
जहाँ ४3, --०% तथा ४3: --७ ४.4 धनात्मक पूण संख्याएं हैं; 2 तथा 0 क्रमशः »“ (2), 20) 
धकग  आमंचय | 


के लिये प्रयुक्त हैं और शेष संकेतों का श्र्थ (2.) के श्रन्तर्गत (7) तथा (9) में आये संकेतों से 
निकाला जा सकता है । 

(८) यदि हम मान लें कि (2:] ) में धयतत, ०५३5७०४५५ »-७ ५ कफ 3 52 4,, ५ अरटीव ७५०, 
जिक्रततरी404: 2 स्‍त्ति, »५ तर. “2 4ततथ 3 पत्ती व, 03754, --- ०४5० तो लेखक [4 | हारा 
प्राप्त ऐसे परिणाम की प्राप्ति होगी जो प्र फलन तथा माइजर के ७ फलन को सम्बन्धित करता है 

40 | ८ 00% केक हे 0 0 0:85 2 2) | 
कप 7--६ (684, #4 6 ) 9 ९००३७ १ ८४%) (6, ६), *००) (८५ ४72) 


र ( 9; ) /9(77+4-7--/:-4 | & 4 /९--.0/-४) 





% 77 ()०%० 77 (#&) "७० 77 (4/)%-7४३ 7 (/.4:-7/2 


| / ( ३७ 6) | 5 / (0 ८५) / 


टी है 


2 ० /+ह8, ॥+: 


75 ह॥ 
| ४. .) 27 
८ (४)%; 22, (0) ] 


7 (॥४ ) री ॥8॥ (&)) । ८5 ( 24,95५ 77/ /3 / (/, ४) ४ 


जहाँ 
( |) ८» (0445५ 208) का प्रयोग 


- 30 ््ि ... के० सी० गुप्ता तथा यू० सी० जन 
क्‍ आ की।  कतीव4ी8-] अचलों के लिये. 
हा 
(४) ०५ (2409 8४) ) का प्रयोग क्‍ | ः है... 
|... 0 (24,, ७), (१4५, 8७), -- 2५ (24%, ४७), के लिये हुआ है । 
. (3.6) में दिये गये शेष संकेतों का वही अर्थ एवं वही सीमायें हैं जो (2.7) में दी हैं । 


निर्देश 
द है ! ब्राक्श्मा, बी० जे० एल०। ह न नही (५077[008, १/5/75, 9 03, ४5, >4525« 
2 एडेल्यी, ए० तथा भ्र्न्य ।ः नि लिा8क्‍6- पृफथ्ाइटटावेट्यावों पिए८४07, भाग 4. 
| मैंकग्राहिल न्यूयार्क, 953, पृ० 4, 207, 
3. फाक्स, सी० । कर ट्रांज० श्रमे० मेथ० सोसा०, 96, 98, 408. 
4. गुप्ता, के० सी० तथा जैन, यू० सी०। ... प्रोसो० नेश० एके० साइंस (इंडिया) में प्रकाशनार्थ 
 ऊ ्ि '.... स्वीकृत ४. 
5. राइट, ई० एंन० । ... प्रोसो० लन्दन सेथ० सोसा०, 935, 58, 257. 


6. वही। जन ० लन्दन मंथ० सोसा०, 935, 0, 287. 


४ |॥ 98॥3 9०-5॥ 9 6 #॥ ७59 ॥ 9॥39॥ 7? 3६॥ ८3 
४०0. ।2, ०. |, |भाए०५, ।969, 79865 3-33 


-सल्फोसेलिसिलिक अम्ल द्वारा निरसित नीले परक्रोमेटं के पी-एच का अध्ययन 
बो० उपाध्याय, क्‍ 
रसायन विभाग, सतीशचन्द्र कालेज, बलिया 


[ प्राप्त-मार्च 2), 968 ] 
सारांश 


5-सल्फोसलिसिलिक अम्ल के द्वारा तैयार किये गये ईथरीय नीले परक्रोमेंट का पी-एच मापन 
जल में इसके -विघटन के विभिन्न समयान्तरों पर किया गया। यह स्पष्टतः ज्ञात हुआ कि ईथरीय नीला 
यौगिक एवं जल में इसके अ्रपघटन से प्राप्त उत्पाद क्रमशः: क्रोमियम परक्रोमेट तथा क्रोमियम डाइक्रोमेट 


हैं । 
52857"9८0( 


50प्रवे७ ० एन ० एाघर फुशलटाए०का4ई९ छए7शु>००वें. छत 5-5पॉफणडगरआएर बलाव 
89 8, एफुग्वाए2ए७, ००ग०णााढ्या ० (6णांडएए, 5203॥ (87079 (00686, 899 


पुफाठ ऊ्न ० ढग्क्‍रनलब्बा जीप एकटलाीफा0०2:6 एटएथाटत शा 8-5ए50०520ए० ब्टा0त 


- छ5 7667 काटब8पल्‍ ते तपलंगह 78. वेंढटठखाए०आंएता संषध उछरगदा था तवॉीलिला: प्रकट फ्राकरएशोड 


बएवें. (६8 छब्गादन तैंटटठ्खाएठभंधठा0 ए70वपट: बा वींगिल्या: तीप॑ं०ताड, व व5. टॉएथाए 907 6 
ठ658ठ#₹एबाए0एड पा: ९०९० एप 2०0०77०9०पएात ब्याव 408 एव त€00काए०शआंप०0 [॥0वप८ 77 
जब्घाला बात्ड. लीकफणरपय एकटीए०्प्रका बयत टाए0गरपाय ताढएठफाकांट #६४०९९८एए०५ 


बेरेस्विल' तथा रीजेनफेल्ड* ने पोटेशियम डाइक्रोमेट तथा हाइड्रोजन परॉक्साइड के अम्लीक्षत' 
विलयन के तैयार किये गये नीले यौगिक को अम्लीय प्रकृति का बताया। इवाज तथा गीजः* ने नीले. 
यौगिक के लिये (४70 सूत्र प्रंदात किया जिसकी प्रकृति: पराक्साइडीय है और इसके विघटन उत्पाद 
का सूत्र 070; है। इधर राय ने अम्लीय तथा पराक्साइड प्रकृति का निराकरण किया है श्रौर 
इसके लिये (07५(८०,०,0)३ सूत्र प्रस्तावित करते हुये श्रत्य पर-लवरणों कौ तुलना में इसका नाम 
क्रोमियम परक्रोमेट रखा हैं । उन्होंने यह भी प्रस्तावित किया है कि जल में इसका विघटन-उत्पाद 
क्रोमियम डाइक्रोमेट (7५(५४५०५)३ होगा । 


विभिन श्रवस्था के अन्तर्गत ईथरीय नीले यौगिक के विघटन के समय. पी-एच' मापन सम्बन्धी 
यथेष्ट आँकडे प्राप्त नहीं हैं फलतः यह उचित समंभा गया कि 5-सल्फोसेलिसिलिक अम्ल के द्वारा तेयार 


58 34 | बी० उपाध्याय 


किये गये ईथरीय नीले परक्रोमेट के जल में विघटत के विभिन्न कालान्तरों पर पी-एच का अध्ययन किया 
जाय । साथ ही जल में श्रपघटन उत्पाद के पी-एच का भी अध्ययन विभिन्न साद्द्रताश्रों पर किया जाय 
जिससे इस यौगिक की विवादपग्रस्त प्रकृति एवं सही सूत्र की सम्पुष्टि की जा सके । 5-सल्फोसेलिसिलिक 
ग्रम्ल लि” तथा जटिल निर्मायक सल्फोर्सेलिसिलेट आयन' (8५) दोनों ही प्रदान कर सकता है । 


प्रयोगात्मक 


सभी प्रयुक्त रसायन वेश्लेषिक कोटि के थे और उन्हें मिश्रित करने के पूर्वे ठंडा कर लिया गया । 
ईथरीय नीले परक्रोमेट के विघटन के लिये चालकता-जल का प्रयोग किया गया । 

ईथरीय नीला परक्रोमेट तंयार करने के लिये 20 मिली० पोर्टशियम डाइक्रोमेट, 04 ४ सल्फो- 
सेलिसिलिक अम्ल (250 मिली०), ईथर (60 मिली०) तथा 30 आयतन वाले हाइड्रोजन पराक्साइड 
(5 मिली०) को मिलाया गया । ईथरीय तह को प्रृश्क करके उसे हिमशीतल जल से कई बार 
(4-5 बार) धोया गया जिससे अलशुद्धियाँ दूर हो जाये । अन्त में इसे हिमशीतित्र में ४-3 घंटे तक 
रखा गया जिससे यदि कोई जल शेष हो तो वह जम' जाये । 
पो-एच सापन :---20 मिली० नीले' परक्रोमेट को 25 मिली० चालकता-जल के साथ मिलाया गया । इसके 
पूर्व चालकता-जल का पी-एच ज्ञात पर किया जा चुका था| विभिन्न समयान्‍्तरों पर जो परिवर्तन हुये 
उन्हें तव तक अंकित किया गया जब तक नीला परक्रोमेट पूर्णतया विघटित (पीला) नहीं हो गया । विभिन्न 
तनुताश्रों पर जल में विघटन उत्पाद के पी-एच परिवर्तनों को भी मापा गया। इन मापनों के लिये फिलिप्स' 
पी० आर० 9400 पी-एच मापी उपयोग में लाया गया। प्राप्त परिणाम सारणी-7 में दिये गये हैं । 

सारणी 4 


ताप--30"(), 3 मिली ० नीले परक्रोमेट के लिये 6:25 मिली० २४/300 सोडियम थायोसल्फेट लगा 


नमन नमन नम नमन नानी नकल न न न पनननननननन नननन न न नननन+44+++++++ननत-+न+५५4-५७००७थ ७0३५७ ५५» ननन--+नन-न-न-न-नननननननननननननननननन न नमन नमन न कन+नननमनननन-ं-_---न न न +लननननननन+ननननननननननननननननननन नमन न ननननन+५५५+५«++>+लभ ५९ ++++-न+++-नन««पत++ नमन नन नम ना3५५०५3५५००५५०.०५.०५..०..०..........क्‍....................... नारा 





समय, विघटन के समय जल की विद्यत >आ 
मिनट में जल का एस चालकता जल में एप 
00 6-:900 0 3-350 
6 4-00 5 3-450 
0 द 3900... 0 3450 
20 3-750 5 3-500 
30 3650 ' 90 3-575 
50 3-:500 25 3-625 
60 3425 30 3-675 
75 क्‍ . 3404 40 3-725 

90 3375 50 द 3-800 ' 
]5 3-950 60 3-850 
]20 3-350 75 3-975 
00 4-000 

4-]00 


५ ४४“ +ककअॉअओॉंअाफककफ/फचससससससससस्ी:ःा:ा-न+ इज्जत तंत9तेत3+व...........हत0हत...... 


3-सल्फोसेलिसिलिक अम्ल द्वारा निमित नीले परकोमेट के 0 का अध्ययन 335 


विवेचना 


विघटन के समय जल के पी-एच मान 3:35 तथा +'0 के मध्य पाये गये जो कि डाइक्रोमेट 
विलयन के लिये वाबटेल्सकी इत्यादि * द्वारा प्रस्तावित मान, 4500, के निकट हैं । यदि विलयन में 
क्रोमिक' अम्ल होता तो ये मान और न्युन होते और ततनृूकरण पर पी-एच मानों में ऐसा अन्तर नहीं 
देखा जाता ( हार्टफोर्ड ? के अनुसार ) । जब जल विघटन उत्पाद को चालकता-जल द्वारा तन्वित कर 
दिया जाता है तो पी-एच काफी बदल जाता है । यह हार्टफोड के प्रेक्षणों के विपरीत है। फलतः ईथरीय 
नीला यौगिक न तो अम्लीय हो सकता है और न॒ जल विघटन उत्पाद क्रोमिक शअ्रम्ल हो सकता है। 
यह डाइकोमेट विलयन है जंसा कि राय * ने प्रस्तावित किया है । 

पी-एच का परास ( 3:35-4'8 ) आश्चर्यजनक नहीं है क्योंकि यूमुरा तथा स्यूडा ” ने यह देखा 
है कि क्रोमियम के जठिल तथा क्लोरीन प्रतिस्थापित ऐमीनों का पी-एच इठेउ से # ठठ आणुक सारद्रता 
पर 3-4 के परास में होता है । 


श्रतः यह निष्कर्ष निकाला गया कि 5-सल्फोर्सलिसिलिक अम्ल द्वारा तैयार किये गये ईथरीय नीले 
यौगिक एवं उसके जलविघटन-उत्पाद क्रमशः क्रोमियम परक्रोमेट तथा क्रोमियम डाइक्रोमेट हैं 
जितके संघटन क्रमशः ( (# 50 )३ [ (# (५7७ 0,0)3 | तथा ( (# 8० )३ [ 0४ (0७ 0, )३ होंगें?। 
ये राय” द्वारा प्रस्तावित नीले परक्रोमेट के सूत्र ८४५ ((7५ ०0.५ )३ की समता पर निर्दिष्ट किये गये हैं । 
इस प्रकार पी-एच मापतनों के आधार पर यह कहता तकंसंगत होगा कि नीला यौगिक (४७०६ न होकर 
क्रोमियम परक्रोमेट (7५ ((/७७०,0)३ है | 

कतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक विद्यालय के प्राधानाचारय श्री पारस नाथ' का श्राभारी है जिन्होंने सुविधायें प्रदान कीं । 


निर्देश 
. बंरेस्विल, सी० एल० ए० । एना० किस ० फिजि० 848, 20, 364 . 
2. रीजेनफेल्ड, ई० एच० । बरि० दवाश० केस०, !905, 38, 4068 , 
3. श्वाजं, आर० तथा गीज़, एच० । वही, 932, 65 बी, 87. 
4. राय, आर० सी० । डो० एस-सी० थीसिस, इलाहाबाद विश्वविद्यलय, 
]962 , 


5. बाबटेल्स्की, एम०, ग्लास्तर, ए० तथा चेकिन, जमनें० श्रमें० केमि० सोसा०, (945, 67, 966. 
एल० । 


6. हार्टेफोर्ड, डब्लू ० एच० । इंड० इंजी० केसि० (एनालि०):7942, 4, ]74. 
7. यूमुरा, श्राई० टी० तथा स्थयूडा, एम० । बले० फेकल्टा मेटियर्स, 935, £, 29. 
8. उपाध्याय, वी० । बले० केमि० सोसा० जापान में प्रकाशनाथं प्रेषित । 
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दो चरों वाले माइजर-लेपलास परिवतें की श्रृंखला 
एन० सी० जेन 
गरिगत विभाग, श्री जी० एस० टक्‍नालाजिकल इंस्टीच्यूट, इंदौर 
[| प्राप्त-नवम्बर 7,7967 | 
सारांश 
प्रस्तुत शोध पत्र में दो चरों वाले माइजर-लेपलास परिवर्त की खंखला प्राप्त की गयी है जो 
ग्रन्य परिवर्तों के रूप में रोचक परिणाम प्रदान करती है ! 


43. 95+%' 9.८: 


0 टाब्वांछड ० शिले[००-,गए82९ ६एथ०७0707 ०0 (६४४० ए20790]९5. 7) 7९. ९. ०7०, 
॥069 का ।076४४६ ० ०९77 ८८8, 69 (७.5. ॥'८८०७४०0270०7 ॥0507(प९०, ॥0060%6. 


[7 पजंड एथए०० शएढ गैबएलट ठंशांगलतव 38 ढीकोए ० टा67- ०780९ ६787807%7 ०0० 
६७० प्रचायथा)65 जात जंतत इंगालाल्आागह एटइपड का... 0ल फिथयर्शठागा8 ६0 जछ्ांदाी वा 


7८06 0८८४. 


]. भूसिका : समाकल समीकरण द्वारा माइजर-लेप्लास परिवर्त की परिभाषा [2 9. 57] 
निम्नांकित रूप में की जाती है 
6-7 ०7५ **०३ करा प्का 


६4५ ००० । 


] 9) &, (४) >0. (-) 





| एल अह 3, 0 
7४०४ |. 0, बल 
लेखक [4] ने दो चरों वाले माइजर-लेपलास परिवर्त को 


5 किट 00 आल गे 
/(£, 4) -#9 |, | (क, हि | जा गा] >< 


प9*०*०*०3 &६/#++ 


+7. 0 
2 । 
2 ५ + | ५9 





ग्रा -+/0, -»०१7)॥ जज (४, 9) धं 4), 


7१]3 -**३ 7#+7 


पक रनविललिलीलकीलिनिवनिज मलिक नमक कक लक भा 9 ७७७७७४७७७७एएए 


*संक्षेपण की दृष्टि से | | संकेत द्वारा (88 को तथा 7((#, 4)>0 संकेत द्वारा “(४)>0, 
(4) >0 को अंकित किया गया है। ह 


36 एन० सी० जन 
रूप में प्रचलित किया है | हम इस समाकल समीकरण को निम्न प्रकार से अंकित करेंगे । 


2(/४, 4)55०[ ((», 90]. 


यदि 
०/८50, हा 9 2५ ०००) (2४-- 7) ; 5750, हक [, 2, *५०७५ (78 "क ) 
तथा 
3, 0 -+ के 
(८) 6.,, तर 6%+7 _ौ7 0 मर /%77%७+३ 750, (०0, ट । 0 | च्त्ट5, का प्रयोग कर 
तो (:2) से 


ए(0, 95 |श/९०० />) % ७, 2(४, 2)>0, (-3) 


प्राप्त होगा जिसे संकेत रूप में 


2(/, 4)55. ० 9) 
द्वारा प्रदशित करेंगे और यह दो चरों वाले [3, 9. 39] लेपलास परिवर्त के नाम से ज्ञात हे । 
(6) 6५8 सतत “88-7५ ६%5२॥४--/६६४+3 कत -7%2--#; |, ल्‍८ -- ॥0 “7 /7: 
काततआप--/7, %.] सन -- गाय 
तो (:2) से 


(8, ५) 59 | शिरकत: हि (82) 7/7/8 (4६%) कया. ह& 47... , 2, 722 (/?:४) 47. +१/8, 77 
(42)/(४७) ४ 69, 708, 4)>0,... (-4) 
प्राप्त होगा और यह दो चरों वाले [5, 9. 8 ४| माइजर परिवर्त के नाम से ज्ञात है। 


ह। ५ न ह 
(८) 4 ने ४772, ०५) न्‍सः तर “7 27--६# 2 4५ कं 0 39 2/5 <277 35 तर कल 3 जणवायु ना 7] 2 ॥+ न 0 9 


तो (।*2) से 


000 80 नव | 6 ईंट 750 ोएनाश वुओणप- थक, (69) #; ५ »व (40) /5,»)०४ &, 
(2, 40, (!5) 
भाप्त होगा जिसे हम दो चरों वाला वर्मा-परिवर्त [6 | कहेंगे । 


इस टिप्पणी में हमने दो चरों वाले माइजर-लेपलास परिवर्त की श्यृंखला प्राप्त की है जिससे 
अन्य परिवर्तों से सम्बन्धित रोचक परिणाम प्राप्त हुए हैं । 


£. हमें निम्नांकित परिणामों की आवश्यकता पड़ेगी जो सक्सेना [7, 9. 40 ] द्वारा दिये गये 
परिणामों का अनुसरण करते हैं । 


दो चरों वाले माइजर-लैपलास परिवत॑ की शुखला 37 
धूप) ५००५ ) हा $ ह ता | 7४ 
मी 3 ०-३ ०6 


7 
प्+_0 (2+#) (7-0) (॥-- -4/20-7 /29) 72 न का न (6 न: 3) (7 कम 4) 
पक चित 


च् 5 । 
| का हे 60 





दे, हो हर 47; ---३ ०8, /५ (४2,--/2 -:०--7), .... /५ (#8,--|3,- ० -- ), 4 86% 05555 
हराश, ठेकगाव #%४4-7 6७५ ८५ (8,-०5--०-+-), ..., /५ (8,--०/--० -- 0 260॥9 «328 
(2-) 
यदि <५४)>090, 0<#इूा<#4--9--9; 0--7<2#< 9 ; 0<.8<:9 ; <€०<&:8 ; (-0, 
/तएाए 8/--28 एंए 8) >2(--०), 
से 3 20 /28903: 3 के 329: 4:75 कल को < (#--/-- ३4-३१), «(8 ८ 
कोई भी मान ग्रहण करे । 
0, 2० /०0० _-2 _0.-- -3/2 का मी ४ 
०५, बड़) /2 0० 2०) ॥ नशिवतन बणण7॥ ॥2क-म शक 7-०० ८४0, 92) 
जहाँ »« धनात्मक पूर्ण संख्या है । 


8 6--] 9-[- #--] रु 

पूरे निवन्ध में (४, 9) संकेत का प्रयोग 5 अल दा -” » प्राचल-समुच्चय को व्यक्त 
करने के लिए हुआा है जिप्तें ४ घवात्मक पूर्ण संख्या है; ७ ७, 6,) संकेत द्वारा ८0५ (४, 00), /५ (४, 0५), 
मी » “४, 09) प्राचल-समुच्चय का बोध होता है तथा (#,) संकेत द्वारा 0,, 0,, ..-, 9, प्राचल- 
समुच्चय का । 


3. प्रमेय : यदि 


“7(2) 427०  /(» 3)], (3-[) 
&(# 95० ७)-०7९ ५ (५३) (3-2) 
६४७४-००...) श्अ 
2५१; 40 ०227, (व » ३9) | द (34) 
5७0, 95०7६ (2०) (355) 


38 .. एन० सी० जंन 


तो 


7 ॥7 
ट न काका 7, 4४ ८ट.ण है 2 
० 77+ 35 


2 पु ह 
(4 4) पे 08/+2०-4१८४- 4 अगर 26, 7 ३४ 7््च्य | (24) 20.4 4. (3 6) 


८ १००2 


वि आन न हु 
(-हकपो) 2 (0-93: टी (किए ईकता (मर) 
/ &(०-ईकट वक्त [ 2), ० टी (7 वहन की एी “कण 
बा 
20. (7-7), 20८77 ध्‌ा 
,(!--१०७+३)3 ८७ (]-०१४॥+4 7 9)3 ---७ 8(कर करता रा डक -] 
8 [का काय्िक + हुए औ-७ 0(,-फरकित की [ “१८० 


5२ (3/800% 75576 886) 43:08, 











यदि 2(%, 4)>0, | 7, 3४77) |, ४७5, 2, ..., ?, का माइजर-लैपलास परिवर्त सभी 
। १४ 
विद्यमान हों तथा प्रयुक्त समाकल पूर्ररूपेणा अभिसारी हों । यहाँ « द्वारा ””* तथा ९0, ढ्वारा कोष्ट 


के भीतर खंडों का गुणानफल का बोध होता है, (5-2 के लिए जहाँ ” का मान कोई पूर्ण संख्या हो 
सकती है) । 


उपपत्ति : 

(3-2) में (3:) से 2, (/») का मान प्रतिस्थापित करने पर, [. 9. 209,(9)] का प्रयोग 
करने पर, दविगुण समाकलन का क्रम बदल देने पर (जो द्विगुण समाकलों के पूर्णरूपेण श्रभिसरण के 
कारण न्यायसंगत है) तथा (2') की सहायता से बाद के हविगुणा समाकल' का मान निकालने पर, £ के 
स्थान पर (#१4), ? के स्थान पर (42/4) रखने पर तथा ४ के स्थान पर ४7 तथा 8 के स्थान पर # 


रखने पर हमें 
7 ( 4१ __ दा, आग हो) (#) (] - £॥+)2 ८५ (१,- (#न+77 9) 
2९4 १4 27 /० जम 00 (0 »य 77४7 9) » (।-5%77 ०७) 


०, 20+7 [/2 १/(।-%+3)5 23 (,-%#का 7 श) 
२८७2. (9) /874/3 । रन | थे | 5 2, | 2) (& 4. 
पक हा 0 27/ (],--१४-/% 7 गन) (] “7॥४-77/॥) ण्डि / 





प्राप्त होगा । 


प्रब उपर्युक्त व्यंजक को (53) में व्यवह्ृत करने पर तथा उपर्युक्त प्रकार से श्रागे बढ़ने पर 


दो चरों वाले माइजर-लेपलास परिवतं की शृंखला | 39 


“ 2; 
4३(2; 4) -- 2-75+6/#+ व +7)/+न ता हि है 4 हक पे 


थ्च्चा श्च्स्य था 6४ 
| | 0, 4(77+7) ( ) ([--६७+4)3 4५ (,-7£#+3+ 8). (2,-7£#- 7 |) | 
&(777+4), ४777 25/ / /६ 2 ६2-०४: 5) कर (६ ॥ -“5%-०%%-7 5) ( [ “74% 7-०४) 


हु 6 जे । हे ] 79+3) »+ ८ ( जे “-१४8+ |) ४ (2 3 7 गकका पा 59 | 
40+7), 4 |  ([ ८ (2,--+४-/% + 8), 2५ (,--१४-:/0॥ 4 9) 5 (7:%#॥-7/79) 
>< 3703 /(5*, ४१) ८5 ८६ 


आाप्त होगा । इस क्रिया को क्रमश: ( 3.4) के संगत दुहराने पर हमें (3-6) की प्राप्ति होगी । 
विशिष्ट दशा : 
63750, है ] 9 ही ३:४5 772 , ८0 8/5-50, जि, ४ हब गड १2, ॥8+ा _ा 03 


मानने पर तथा (22) का उपयोग करने पर हमें दो चरों वाले लेपलास परिवर्तें की शंखला 
प्राप्त होगी । 


यदि 2, (#, 4) है (४, 2) 
2५(९,५) ह८ (७०) 77/% ते (> ] » 

(/ )) 9 /2 फ् ] |। 
2७ श्र ३ (2, 2.) , 

| 


पा , 4 (४9) 7/5 फ 
4(?, 4) जन र ८ ॥ 4 ,.2 28) 9 


# ३ + 9७% ३ # ले # ॥ + के का मे मे $ ७ | के ७ ७ # ॥ के » $ | कक # करा 40 | कफ के क # ॥ | + + # छ 
७ # | # # # फ के सो ५ $ $५ | के थक ये की सी ७ ७ # के ऑ कर ३ क ॥ के के क # # हा को के # मे छ ० ७ ७ ला 


4७07४ ( ली ) 


तथा “0, १) सह कूछ *बुप्रे 


2 


4 ]. 4१ 
सक 4 4 ) आर 


यदि #(#, 4)>0, तथा | (शी, 30१०7)|, 5], 2, .... ”ैभ की लेपलास परिवतें, 
सभी विद्यमान हों । 


तो 


यदि हम (374 ) से (3.6) तक ४;-८0, [क्तॉ, 2, «५ गधा 45 0०% सत पशध्ा£, ६%777॥7--/५ 
(कक तन 7777-76 3 /550, /557, 2, ..., ४--], /#₹ “शथ 7 5 4॥ कत्रय ५9४03. ॥#का कक गाशा4 “ 


मानें तो हमें दो चरों वाले माइजर परिवतं की संगत श्ंखला प्राप्त होगी । 


(3 ) से (3 6) तक ८० ्् फिर का पट 3 (77 | ०2] ना £ क्रो 4277 ६॥+३ 50 
8/770, /], 20 ध-4, 30 औगशय 7४49 २कततथ/05 7५+7770 रखने पर हमें दो चरों वाले 


40 एन० सी० जेन 
वर्मा-परिवत की शृंखला प्राप्त होगी 
कृतज्नता-ज्ञापन 


लेखक इस टिप्पणी के लेखन में पथप्रदर्शन हेतु डा० आर० के० सक्सेना का आमभारी है । 


निर्देश 

।.  बेटमान एम० प्रोजेक्ट । ह लाए प+बकडइटल्यवेद्ापदईव! #प्राटा005, भाग 7, 
मकग्राहिल, न्‍्यूयार्क, !953. 

2... भिसे, वी० एम० । जने० विक्नम यूनि० !959, 3(3), 57-63, 

3. दितकिन, वी० ए० तथा प्रदनिकोव, (>एव्णबागाबों एटपीपड [0 ७४० फ्रदापं)ठड़ द्ात 

ए० पी० । ॥38 शशुओटक्ांं07, पर्गसान प्रस, 962. 

4. जन, एन० सी० । (प्रेषित) 

3. मेहरा, ए० एन० । बले० कलकत्ता मेथ० सोसा०,956, 48 (2), 83-94. 

6. मुकर्जी, एस० एन० । विज्ञान परिषद अ्रनु० पत्रिका, (962. 5, 49-55. 

7. सक्‍सेना, आर० के० । प्रोसी० नेश० इंस्टी० साइंस (इंडिया), !960, 26 4. 


400-443, 


४ ]7373 ?375॥]3व /॥0७05370क्‍937]॥ ?30॥][९93 
४0|. 2, ४०. |, |आ0७०३9/५ |969, 78४८५ 4[-50 


उत्तर प्रदेश की लवणीय तथा क्षारीय मिदिटयों का अध्ययन 


शिवगोपाल मिश्च, देवेन्द्र प्रसाद शर्मा 
तथा 
तौहीद खाँ 
कृषि रसायन शाखा, रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय 


[ प्राप्त-जनवरी 8,968 | 
सारांश 


उत्तर प्रदेश में इलाहाबाद तथा श्रास पास के स्थानों से प्राप्त 4 लवणग्रस्त मिटिट्यों का प्राकृतिक 
एवं रासायनिक श्रध्ययन किया गया । ऐसी मिट्ठियों को वर्गीकृत करने के लिये रिचार्ड के विनिमेय सोडि- 
यम तथा विद्युत चालकता, आइवानोव तथा रोजानोवा के घनायन श्रनुपात, क्लोराइड-सल्फेट अनुपात 
तथा जल विलेय बोरान की मात्रा को आधार बनाया गया । लवणीय तथा क्षारीय मिट्दियों के वर्गीकरण 
की उपयोगिता के आथिक तथा सुधार सम्बन्धी पहलुओं पर बल दिया गया है। 


6.095#72 ८ 


$5(एप्तांसड ०9 5ग्ॉफंट बणत इडइण्कांट इण०्डाड ०६ एछ. ए. 829 8. ७. ४४७, 7. 7. 
50877749 व्यू 7, ॥809879, :५४7०४८एॉपएप०७/ (फल्याईएए 98९€ट2009, 76ए॒ब/फ्राद्या 6 (एफथ्यांशएए, 
्रए०४०४५ए 07 .5904 29व. 


लक्राल्त ऋा०्णआ00869 बए0वे कालगंटबोीं एए0एलपंटड ० 44 8-तैं॥0982८0 807]& 
ढ<णॉल्टालव #०0फछ खयाए0बात (एड फलड ्ी श्ीगाबोंबत बयते फुक्कांड ० बवी]०ॉएांपए [क्‍8065 
छ2ए९ 9266४ तटइटलआं०९१.505 93एलैँ2९९०ए ०0]88॥60 ठक् प6 एचडं3 ् सिटदाबाताो83 व|टा2प82००- 
छा6 ३ 279१7), ए70ए० बाते [१02क70ए478 टव0770 #ा05, 7200 6 (7/50, 2एणते ज्व॑ट- 
$0प0]6 00702 ८0769... फ्ढ पडटणि/ंप्रटड ्ी ६68९ इप्रश्टा5 48 726९0. ध्यूीबडटटते 607 
€८076कएट बगावत इठप्शाते #टटीॉक्ियबां070 0 इपट। (700]6फ४ 503/5. 


लवणीय तथा क्षारीय मिट्टियों का वर्गीकरण किसी एक प्रचलित विधि के श्राधार पर नहीं किया 
जा सकता क्‍योंकि इससे न तो मिट्टी के लवणों का ही पता चलता है श्रौर न प्राप्त परिणामों से 
उनका सुधार ही किया जा सकता है। सोडियम के हानिकारक प्रभावों के श्रतिरिक्त इन मिट्टियों में बोरान 


की ब हुलता तथा विनिमेय मेगनीशियम तथा पोटेशियम की मात्रा का ज्ञान भ्रावश्यक है । साथ ही. थास' 
8 76 
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ऋणायन संघटन तथा उनके अनुपातों का भी इन मिद्दियों में अत्यन्त महत्व है क्योंकि इसके द्वारा उनके 
सम्भावी सुधार एवं रासायनिक सुधारकों द्वारा विलेय तत्वों के निक्षालन की शकक्‍्यता पर प्रभाव पड़ता है । 


प्रस्तुत अध्ययन में आयन के विषाक्त प्रभावों को ज्ञात करने के लिये विभिन्न स्थानों से प्राप्त 
मिट्टियों का वर्गीकरण कई उपयोगी आधारों पर किया गया है । 


प्रयोगात्मक 
प्रस्तुत अध्ययन के लिये इलाहाबाद, फतेहपुर तथा प्रतापगढ़ जनपदों के चौदह स्थानों से क्षारीय 
मिट्टियाँ एकत्र की गईं (देखो मानचित्र ) । प्रमुख क्षेत्र जिनसे नमूने लिये गये वे थे--कटोघन, भरवारी, 
मेजा, घूरपुर, फूलपुर, हँडिया, चायल, सोरांव, भोपियामऊ, गौरा। सतही आकृति, प्राकृतिक वनस्पति 
तथा भूजल स्तर के अतिरिक्त इन मिद्ठियों के कई रासायनिक गुणों का अध्ययन किया गया । जलविलेय 
बोरान की मात्रा करकुमिन विधि (जेक्सन)* द्वारा ज्ञात की गई । 








साररगी [ 
मिट्टी के नमूने तथा नमूता लिये जाने वाले स्थानों का विवरण 
मिट॒टी का प्रयोगशाला अंक क्षेत्र का नाम गाँव तहसील/खंंड. जनपद 
5 अप 5 कप कम मनन 
65, कटोघन कटोघन खागा फतेहपुर 
एछ5, कटोघन अमाऊ खागा ५ 
85, भरवारी गौरा मनिहानपुर इलाहाबाद 
5, मेजा डरवा मेजा ] 
५५ द मेजा डरवा मेजा हे 
(५. मेजा कोटहा मेजा 35 
28, फूलउ २ फूलपुर फूलपुर हर 
55, सोराँव दालपुर सोराँव न्‍ 
55, सोराँव ददोली सोराँव हे 
58.5, भोपियामऊ भोपियामऊ .. सदर प्रतापगढ़ 
05, गौरा गोरा गौरा कि 
0९, वायल सचवारा चायल. इलाहबाद 
पतए?, हँडिया हँडिया हँडिया ः 


__ ७ टी  _ _ठखउ _/_/खअकऔ्िीी- भैया 


57, . घूरपुर . गोहनिया घूरपुर 
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मिट्टी का प्रयोगशाला 
निर्दशांक 
5, 


8, 


88, 


66, 


?8, 


58, 


88, 


विभिन्न क्षेत्रों से एकत्रित मिट्ठियों के प्राकृतिक अभिलक्षण 
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कम नपननमतनान के “न “नकल 2 कारल-ननतकाननथकपभन्‍केक 2 7. &2)+ ० ल्क्मा 


विवरण 


ऊपरी सतह भूरे राख के रंग की, करणहीन, तनु हाइड्रोक्लोरिक श्रम्ल 
के साथ बुदबुदाहट, 2 फुट नीचे कंकड़ की उपस्थिति, जाड़े में जन की सतह 
82 फुट तथा वर्षाकाल में 3 फुट तक, कुछ स्थानों पर दूब तथा उसरो टा 
घासों की बहुलता अन्यथा वनस्पतिद्वीन । 


ऊपरी सतह की मिट॒टी शिथिल तथा हलके भूरे रंग की किन्तु < फुट 
की गहराई पर कड़े कंकड़ तथा मिट॒टी भी कड़ी है, तनु हाड़ोक्लोरिक अम्ल 
के साथ बुदबुदाहट, फिनाल्‍फथलीन से साथ गुलाबी रंग, पूरे क्षेत्र की मिट्टी 
बंजर । 

मिट॒टी सफेद भूरे रंग की, कुछ स्थानों में मृतिका युक्त भी, क्षरित तथा 
निचले स्थानों की मिट्टी में कंकड़, तनु हाइड्रोक्लोरिक अम्ल तथा फिनाल्‍फ- 
थेलीन से काबबोनिट तथा क्षारीयता की क्रिया, इस क्षेत्र की मिट॒टी अभ्रनुपष जाऊ 
एवं जहाँ तहाँ कुछ फसलें उगीं । 


रेह मिट्टियों की तरह ऊपरी सतह की मिट्टी तनु हाइड्रोक्लोरिक श्रम्ल 


' से (काबबोनिट पर) क्रिया करती है, अत्यन्त क्षारीय, जलस्तर ।0-5 फुट के 


बीच घटता-बढ़ता हुआ', वनस्पतिरहित । 


ऊपरी सतह पर रेह का सफेद भरा आवरण, श्रत्यन्त क्षारीय, गहराई 
पर मिट्टी कठोर, दूब तथा उसरौटा घासों की बहुलता । 


ऊपरी सतह हलके वयन की, रंग सफेद भूरा, तनु हाइड्रोक्लोरिक 
भ्रम्ल से मन्द अ्रभिक्रिया, फिनाल्‍फथेलीन के साथ गुलाबी रंग, कहीं कहीं कुछ 
वनस्पतियाँ, लवणसह धान की किसमें उगी हुईं ! 


मिट॒टी की ऊपरी सतह पर कहीं कहीं काली मिट्टी, “४७५ से मिलती- 
जुलती । 


रंग हलका भूरा, करा विन्यास नष्टप्राय, नम, जुताई के उपयुक्त, यह 
भी १४8३(3) के समान । 


रंग सफेद भूरा, जुताई के योग्य, किन्तु अ्रम्ल के साथ तीज्र बुदबुदाहट, 
गेहूँ की फसल किन्तु अ्संतोषजनक,55, (9) के समान । 


जज... रू 
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न्‍्त णृ 
निद शांक जी 
8085. हलके भूरे रंग की, कृषि योग्य, फिनालल्‍फथैलीन के साथ कोई रंग नहीं 
किन्तु श्रम्ल के साथ तीन्र बुदबुदाहट । 

७585, ऊपरी सतह 52५४8, (४) की तरह किन्तु फिनाल्‍फ्थलीन के साथ 
गुलाबी रंग, घास की कुछ किसमें उगी हुई । 

३) ५] ऊपरी सतह सफेद भूरे रंग की, छोटे छोटे कंकड़-करोों की उपस्थिति, 
अम्ल तथा फिनाल्फथलीन के साथ क्रमश: बुदबुदाहट तथा गुलाबी रंग, 
जलोत्सारण उपयुक्त नहीं । 

हा ऊपरी सतह लवण के आवरण से युक्त, छूने में शुष्क किन्तु भुरभ्री, 
[-< फुट की गहराईं तक की मिट्टी नम, श्रत्यच्त क्षारीय । 

5? ऊपरी सतह सफेद लवण से युक्त, शिथिल तथा कशहीन, तनु 
हाइड्रोक्लो रिक अम्ल के साथ कोई क्रिया नहीं, वनस्पतिहीन । 

सारएी 2 
मिट्टियों के जल निष्कर्ष का रासायनिक संघटन 
मिट्टी का घनायव 7००! ऋरशणायन 77०/! बोरान 
निर्शांक (पर्््एणएए “लक + हक अुस न 
(8 (8 2 रथ (0) ल८0०; (॥ (५ [077 
5. 022 755 0:97 00 0.55 5-5 0:80. 6-77 0-42 
हु5,.. 0:43 :20 9-4 2.98 490 3:60 8:44 -56 
85, 032 04. 0.82 2-:62 468 3-9 0:80 3-2 -4 
४5, 022 02।॥ 0-45. 6:68 [70 5:98 7:60  १-35 0-23 
085, 032 02॥ 0$5 2-62 :60 6-40. #55. [-35 0-4: 
४85, 038 05 0]5 0-87 .... 4-80. 0:25. 0-78 0-24 
९8, 032 04] 0:67 3:92 5]] 66 060 6-97 2-38 
55, 0]!7 00.. ... 8-70 3-4] 5-75 १-20 -04 0-56 
+ जज 0.30 0:87 0:43 0:40 0-0] 0-26 
8088, 07554 082 037. 2-8 ... 3-40 7-:20  0-93] 0-26 
७55, 0॥] .08 0:30 0:4% 426. 53॥ 0:80 +5] 0-]2 
लाश 032 045 0-48 3-00 445... 5:62 0:40. 5-2 
5, 028 0॥2 0७॥ 6:67 ऊ'2 408 0-20 0-0 
5?, 0:68 2-0 0-28 0.00. 5:00 0- 
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रिचार्ड” ने मिट्टियों का वर्गीकरण £.35.9. तथा $0 के अधार पर किया। श्रतः यदि इस 
प्रकार से वर्गीकरण किया जाय तो )४$ तथा ४४8 मिट्िटियाँ क्षारीय मिटिटयों के वर्ग में रखी जा सकती 


हैं; ७०, को लवणशीय तथा शेष मिटिट्याँ लवणीय-क्षारीय वर्ग में रखा जावेगा । आइवानोवा 
तथा रोजानोवा के धनायन अनुपात के अनुसार “0५ मिटटी को )४७-८४०० लवणबहुल ( 5007०#बव८ ) 


श्रेणी में रखेंगे क्योंकि ४७--7९/(७ --४-- --4 के बीच में है! 
सारणी 3 


ऊसर मिट्टियों में विनिमिय धनायन 








| अं 
6 +> (0 विनिमेय धनायन 
मिट्री पी-  थि का ०. (१३०० 776/7 
का छए' टच 3 |! 57 
.ा।. एच० 7२ ० प्रतिशत पी 
निदर्शाक हि? पक (१७ १४ हू ट 
(- ि ० 
/म्रट 
हूड,. 0:0  7]780. 276 854 #»8. 7-5 0:06. 8:04 
एछू5, 0-4 48-6. 255. 73:38 . 2-9९7 0-98 7-03 
छठ, 0-4 3:855 3:82. 708॥. 35. 075. 0-0. 7-60 
७४5, 0.0. 979 99329 7485. 3-48. -32 9-9] 
05, 04 3-4 5:94 57538 3.98 :03. 0:64 6-87 
08, 85. 2?88 -27 20:86 553. :34 0-37 [74 
?8, 0:65 ॥555.. 4:24 89:64 :96 0-77 0-39 9-]7 
55, 0-5 9.54. 2०72 83:98. 4-25 ]-6 8-68 
55, 92 409 :66 872॥ 5-96 . ]-67 0-65 
80/8, 9-]. 5-44 |]-87. ठाय0 475. [57 0-36 5-32 
68, 05. 0-:90 659. 62:69 3-89. 0-85 0-2] 5-65 
 पझ्रए, 0-4. 50 [5-त उाथ. 424. -50 0:26... 6:00 
08, 0-4 3-2 74 . 48-0 4.]2.. ]-35 9:2 
8:22 05 वश ]05.. 5:82 . 2-0 0:00. 2:02 


ह (072 ] * 
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सारणी 2 में मिट्टियों के जल-निष्कर्ष के रासायनिक संघटन ( मिट्टी-जल : 5 के अनुपात ) 
दिये गये हैं जिनमें विनिमेय धनायन, विद्युत चालकता (४५), विनमय-सोडियम प्रतिशत (४.5.2.), 
पी-एच० (एम) तथा कलशियम का्बोनिट (५०५०५) की मात्रा आदि सम्मिलित हैं । 


प्राप्त परिणामों से स्पष्ट है कि सभी मिट्िटियों में ४ तथा £.8.?. की मात्रा भिन्‍न भिन्‍न 
है श्रतः रिचार्ड के वर्गीकरण के भ्राधार पर मिट्टियों को विम्त प्रकार से वर्गीक्त किया गया है : 








. लवणीय लवणीय-क्षा रीय क्षारीय 
57, हू5, 78, छ5, ॥॥8, 0४5, 
05, ए8, 58... 85, 
8885, 68, पछए, 08, 


99 ऊ#ऊ#ऋऊ#ऊझऊऊऋऊऋऊऋऊ्ऋ्ऋ्॒ऋ#॒ू-ू-  ॒ करि््रिकें>--+--+--+.3...+_  /३/|+/+ै+_+++ै४:+:घपइ8ैप+ै 


इस प्रकार हम देखते हैं कि अधिकांश मिट्टियाँ लवणीय-क्षा रीय वर्ग की हैं क्योंकि इनमें |:0 का 

मात 4 से अधिक है तथा विनिमेय-सोडियम प्रतिशत भी !5 से अधिक है । आइवानोवा तथा रोजानोवा 
ने घनायनों के अनुपात के आधार पर बहुलवण मिट्टियों (४०० 7८7४८ ) को निम्न प्रकार से पाँच 
भागों में रखा है-- का ््ि 

. ऐ७-509क%राटानए (५०--7४६)/((४७ --४४) ८६ : 

- 2. २७-७४ 5ठग्मदाबा८ (०+६)/(09-+-७७) न्‍5। में 4 तथा 02/७8<<। 

3. 7२७-९४७ 50० दाग: (र०४-+डि) | (0७-- ४४) -] से 4 तथा 02/8>] 

4... (2-5० ०7८ॉ2 ६ (०--६)/((०-- ५७) ++। तथा ५०७/४४४-०॥ 

5. ७४-5००ालानंं:... (०४+४5)/(0०--२४४) 5 तथा (:७//8<<] 


इस आधार पर हमने लवण-बहुल मिदिट्यों को निम्न प्रकार से वर्गक्कित किया है 5 


अन्लनाणन 











मिटिट्‌्यों अनुपात अनुपात वर्गीकरण 

॥. अं 2 62 द सकी [५७-४०[०7८४4ा: 
5, 47-38 हे 

88, [84 हि न 

१5, 6-4 है 


5 9 के जी... 4३, -ह>फ- 5“ हे 
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टी कक बकपन >अ कक. सर से जनम जनननथ 3 कनकन-क न थक मआपक ५० +- ० 
5 हर बेब 7 





मिट्टियाँ कक न 48) सन वर्गीकरण 
२७-५०0]07072 7 
98, ]9-9 हे 
58, 4]-4 मे 
55, 0:6 33 
(55 9*4 23 
पा 6-] रा 
05, 6-9 0-6 
(5: ].9 9९2 (42-90]07072 
55, -9 0-6 ध8-90[07८72[: 
5४, क्‍ क्‍ 0-] 


9) 





इसके अतिरिक्त मिटिटयों को उनकी लवरा मात्रा के अधार पर वर्गों में विभाजित गया है । वे 
मिट्टियाँ जिनमें ऊपरी । मीटर में 02 प्रतिशत लवणीयता है उन्हें अलवरणीय मिट्टी कहा गया है तथा 
जिनमें 02-05 प्रतिशत लवणीयता है उन्हें ग्ल्प लवणीय मिट्टी के वर्ग में रखा गया | 0:5 प्रतिशत 
की लव॒णीय मिट्टी को श्रति-लवणीय मिट्टी की संज्ञा दी गई है। इलाहाबाद के आसपास की 
मिटिटियाँ निम्न प्रकार से वर्गीकृत की जा सकती हैं :- द 








अलवणीय ग्रल्प-लवणीय प्रति-लवणीय 
(5, ह्‌5, . पृ, 
55५ 88, 5९, 
छ)५४5, ४5, 
08, १४5, 
75, 
58, 
55, 
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: बोरान विंबाक्तता के अनुसार ०:3७. 5जधए 7,4907३/!०7ए अनुसंधानकर्ताओं (954) ने 
लवजीय तथा क्षारीय मिटेट्यों को उपयुक्त, कम उपयुक्त तथा अनुपयुक्त वर्गों में विभाजित किया. है। 
बोरात की 7? सान्द्रता के श्राधार पर निम्न प्रकार से मिट्टियों को वर्गीकृत किया गया है। 





>सिशिननननननी पिनिनन नमन ननननन-«-“+ सम. 


सुरक्षित (<0-7 (07) सोमान्तीय (0:7--5 9770) असुरक्षित (>>'5 छ०7). 











75७8, 85, ५, 
१.५, 798, 
08, . 
55, 
.. 58. 
85, 
&: 


लत लिलीनिलिक न ना “ललित "नमन; करन का कल नमन ७ 3० ४3५३७६७“.ानपक किक पाता क्‍ ०५३ का 3 >-नन न5 ८ “+ कल ० 0... >> गननानतन- 4 हरित निनननजनन जे +-3३+3५--०-+०क22७...33००००५ काना तनन«तकतिय--५+५-५७५५+क++कन-न%3 ७५3५३ 3 क>ाअननन»ान. लक “जानकी. 5203-७2 आन ७॥॥.५७-3७ ++ पी ममासाओ हरकत करता भ॒नलला "५ ५०क "भरेरनीनककीक... ड०# आपका, 


विवेचना 
सारणी 2 के परिणामों के अ्रधार पर 7९७, तथा 75, मिटिट्यों को असुरक्षित वर्ग में रखा 
गया है क्‍योंकि बोरान के अभ्रतिरिक्त सोडियम आयन की भी मात्रा अधिक है जो क्रमशः 43:4 
तथा 3:92 79.6 / है। ऐसी मिट्टियों के, सुधारने के लिये यह झ्रावश्यक है कि बोरान विलेय अवस्था 
में भूमि से बाहर निकाल दिया जाय | यद्यपि बोरान जल में कम विलेय है किन्तु सिचाई-जल द्वारा 
बारम्बार उपयोग से इसकी विषाक्त सीमा को कम किया जा सकता है। द 


सारणी 3 से पता चलता है कि सभी मिटिट्यों में कंलशियम काबबोनिट की मात्रा उनकी लवणी- 
यता तथा क्षारीयता के साथ साथ कम तथा अधिक है। केवल (५४0, में ही कलशियम काबनिट की 
मात्रा 255 से कम है तथ शेष मिद्टियों में 20'72 प्रतिशत तक कलशियम काबोनेट उपस्थित है । 


0॥/$0, के अ्धार पर जो वर्गीकरण किया गया वह भी अत्यन्त महत्वपूर्ण है क्योंकि इसके आधार 
प्र 45, 78,, 88,, १४83, तथा 78, मिद्दियाँ 00५ कोटि की देखी जाती हैं जिससे यह्‌ प्रकट होता . 
है कि इन मिट्टियों में सल्फेट आयन की प्रचुरता है। भ्रतः यह श्रावश्यक है कि इन मिट्टियों को जलमग्न 
होने से बचाया जाय क्‍योंकि केलीः (75०6४ ) के अनुसार जीवांश की उपस्थिति में सत्फेट आयन 
अवकरण होने की आशंका रहती है जिसके फलस्वरूप भूमि में और भी क्षारीयता बढ़ सकती है । 


067, में प्रए, तथा 07, मिट्टियों की अपेक्षा सल्फेट तथा कलशियम काबनिट की मात्रायें 
कम हैं । प्र?, मिट्टी में केल्सियम कार्बोनिट की मांत्रा 23 प्रतिशत तक तथा ५४? में <-3 प्रतिशत से 
अधिक नहीं है । ७४०9, तथा ज्लए, को 50,- 0 तथा 07, को (१-प्रकार की मिट्टी कहा 


जा सकता है । 
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धनायन अनुपात के आधार पर किये गये वर्गीकरण से इन मिटिट्यों के बारे में और भी उपयोगी 
परिणाम प्राप्त हुये हैं। उदाहरणार्थ, १४७, मिट्टी में विनमेय. सोडियम की मात्रा 20 प्रतिशत है 
श्रत: इसे /२०-(२४५-७०, प्रकार के लवणशीय मृदा कह जा सकता है। इससे स्पष्ट है कि इस प्रकार की 
मृदा में (4०2 प्राप्य रूप में है जिंसका उपयोग सिंचाई-जल द्वारा विनिमेय सोडियम को विस्थापित करने में 
किया जा सकता है। अ्रतः ऐसे क्षेत्र की मिटिट्याँ जो इस प्रकार के स्वभाव की हों उन्हें 'ऊसर' बनने से 


बचाया जा सकता है | 


क्‍ निर्देश 
8. ग्राइवानोबा, ई० एन० तथा रोजानोवा, पेडॉलाजी (75572), 939 ९०, 7, 44-52 
जल जज 05, | 
2. केली, डब्नु ० पी०। 2.]र8 508, परफ्रछक व0क्ाव्ा070, ?7%0९७- 


(08 क्षात रिहट8079007 रेनहोल्ड पब्लिशसे 
ग्ययाके, 95व, 

50 (ीलागांटक ४72 ५ए88 एशिया पब्लिशिंग 
हाउस बम्बई, 062, 


3. जेक्सन, एम० एल० । 


4. मिश्र, एस० जी० तथा शर्मा, डी० पी०।.. जनें० इन्डियन सोसा० स्वायल साइंस, !968 १6, 
20707 80 
5. रिचारड्ड, एल० ए० । यूनाइटेड सेट डिपा० एग्री०  मिशात फे0०|६ 
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चीञभा३ रिक्रांआ3त, ॥67॥ ॥ी। २०३०, &।॥०॥959व्त, [69. 
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विषय-सूची 


दो चरों वाले ७-फलन का लघुकरण 


पस-फलनों एवं प्रथम प्रकार के शेबीशेफ 
बहुपदियों के कतिपय सम्बन्ध 


लेथाइ रस सटाइवस के बीजों में उपस्थित 
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संख्या 2 


., 


6] 


69 


/3 
77 


83 


93 


४[7]93॥3 ?3॥5॥3 0 #औ॥0७593706/3] ?3४॥[/८3 
४०. 2, ५०. 2 &ए7 969, 772०5 5!-59 


दो चरों वाले 5-फलन का लघ॒ुकरण 
एस० सी० गुप्त 
गरिएत विभाग, राजकीय विद्यालय, कोटा 
[प्राप्त--जून 0, 968] 


सारांश 


प्ररतुत शोध पत्र में श्रग्वाल द्वारा पारिभाषित दो चरों वाले ० -फलन की कतिपय दश्षाप्रों का 
उल्लेख है जिनमें यह माइजर के 7 -फलन में लघुकरित हो जाती है। कतिपय रोचक विशिष्ट दशायें भी 
दी गई हैं । 


+$9057"2.८ा 


छरतपरटंएल्ण ० ( -ण्गिटायग्य ० ईचछणए एगजाबॉजए९5., 29 5. 0. 0पा०, ८००कशटाग 
रण थिब्वातिटापबां205, ( ५0एटफप्ाट70 (068०, 0०0. 


गए एपड एब967 3 6७ ०856४ मै4एट एटा) वेढवीा। रा. छणगंटा पाल 6-फिएंठएण 0 ४० 
एब्काएं4०68 #टटल्याए तृल्शटत फ़ु 48972णव #टवंपट९७४ ६00 'शलाट-5$ ७ -पि८एं०0.,.. 5077८ 
प्रांकटडधांप्रड छबाप्ंटपोा 285९5 99ए8 250 76९7 शांएटाग. 


4. इधर श्रग्रवाल” तथा शर्मा" ने दो चरों वाले फलन को निम्नांकित प्रकार से पारिभाषित 
किया है : 


2, 72, !४, गे “ । (८५) 
एज कक 8 ॥ | ६0) ४) 
-) (0५) 


(84) : (47) 


] शत 992 ट 722 77४ हा] ।' मर 
कक है | 2(१- «४-६ + 9) हे (»५४+४) ४ /(१/+ गा 4४(83- ४४] 4 (8;:--£) 
57 ध्ज मा ग कद 


०, 





[॥ 
(2972) | 
हहआे हू पएशघ-#-ओोरर 7(0+8+%१), उ7 २(॥-३४-४, 2/ 7(7--8/+#%) 
उल्यान 
ग् 
अमल यम... नल नकल मत ह. आमल कक 
 7(->»/-०) / 7(-8-+थ) 
एन 


(.) 


52 एस० सी० गुप्त 
2िनीपनीडनीई ड 2(का के सय +2), 2नी4 नार्डईनई <2(7०४--०४-१) 
| कह ४ [€गरकि ० --३-३(/४--१--/४+-४)] तथा | ४8 | 3 | €<ग[हकरनीए३ 7-7 52(2-4 -“-४--४ )] 
जिसमें (०५) संकेत के द्वारा ८५ ०७ --- ७» % अवयवबों का अनुक्रम व्यक्त होता है । 


अग्रवाल ने कुछ ऐसी दशायें दी हैं जिसमें यह फलन एक चर वाले माइजर के ०-फलन में 
लघुकरित हो जाता है । इस शोध पत्र का उद्देश्य कुछ ऐसी और दशायें प्रस्तुत करना है ।जब (4.7) एक चर 
वाले ०-फलन में लघुकरित हो जाता है । अनुभाग 2 में चार मुख्य फल सिद्ध किये गये हैं श्रौर श्रनुभाग 
3 में कुछ विशिष्ट दशाये दी गई हैं । झागे ४, ४०, #, 9, ?, 5, 6, ०, 0 9, 0, ४, 2, ०८, 2 अनृण- 
पूर्णाक होंगे । 


पूरे शोधपत्र में निम्नांकित संकेत प्रयुक्त होंगे:-- 





-] -/४-- ं 
0 (७, 4) से (५ - सर न ह -“ ब्राचलों का समूह 
[ "७ (४, 6, ] 200६ 0 606 / हो 7 मा हक » /१ (2, ६५); 


८ ४, 4-50) ल्‍ड /५ (४, 4--०), ८3 (४, &--2) तथा ४(८-४:०)5८०(४-०)/(५-) द्योतित होंगे 


उपपत्ति में निम्नांकित सूत्रों [3] 97 $, 209; [6], 9 737; [8]) की श्रावश्यकता होगी 





कट (शत) 7 विनाश हटना ।2 पे ए(ब्+ |) (-2) 
की 
7; 
0, मर (८ (४ $ नस (27)7/8(9+4)--2 97/9(2-4)+ 3-६१ * * “47 9*-* है (] 3) 
65 22 नंद ) (44 न॑- 5) 
2 2 (0-घा | 95. 0०%+%) 
जल (205), (४0:--2) 





हल्का 


है (८ पल ) ->20 “(०-90 (87907 (8 0)7"०--०) 


६ %,... 6 (०----४--७) 
पा ०--१, /2--9 हे हि 
पर ५ ० 7(-.6-- 2) 7५ 
5 2 ५ ठ़ओओ स्स्ा ४ नी 229 ड़ ) & 
४ (०-४३ 775“ क्त-व्-नगतुपउुने बार 
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शा 20000 


घ्स्ट ( ०9. ) (4-3) (॥-3/26-7/2)+ (3-४) (०+|3-7/2%/-7/20 )+(१--७) (4+32-3/20--4/9270) 


हक हक । डर श मा ही 
८ , 27/ :- 57० :+ (2:-2/2)(7#-4)+ 270 .- 3.6 -+/2% 4/26 +4, 2.0 उ.6 ,१3/2 १/-१/90 +7 8-४ 


7/2, श्र्, ॥70(3 , 726, 7770८ | $/। ॥ (८-०) [ ८ (१2, है| -:/3,--*) | 
7, [86 27%], 24, 2 : १४0], 6 +# [८७ (४४, 7--०८)_]; [ (१०, ]--49)] 
879277(4-7) 0 (8 ५ न )) 
८7%/४77( १-०) [/ #,7,); /५(१०, 25)] 


8070977((-7?) 


यदि 2(४--/--82)>4+7?+ ७-०2, 2(8४6 + ४8 -- ०) >> व्‌ + 7४ -+- 22) +- 280 


बह है | ह(+4+2-39-%#-0-32) 





8.72 ह । < का (7/0 -9॥8--97०-- #77६-- डैश/ -- 370/-- ३१४0) . 





2. नीचे, हम सिद्ध किये गये चार प्रमुख फल दे रहे हैं :-- 


अ्रथम प्रमुख फल : 


7, 74, 7259 773, श्र (८५) 
पक : 4 ; ट 7] 

कक की वह मल कु (१४) : (9 ) (2.] ) 
2 | ५98) 
(49) : (04) 


सल्ड (2%7) (3-7) (0+72]+72+70 +7797/2/2--क्‍/4--/7/2-5/2--0/2-0  /2 
हे ! 9 « / :- 576 .- 0 29.-.//2-..// /2-.0/2-./2 /2--2 
८ यं ॥ 270 7278 72/45/7274 ,+//8-/2-/7/8-4/2-६//४+ 


॥7/ 774, 772, 777 , 77772 77(४7/-2-5-4) [ / (7, ८») ] 


५ अं लहर [/ ७, »)॥ [8 (०, १/४)] 
[ और (7, ०0५) 


[[ ७७, 8५9) [0 7, /84*)] 
उपपत्ति: दो चारों वाले 7-फलन की परिभाषा (7'!) से इस फल को ग्रुणन सूत्र 0.2) के 
सम्प्रयोग द्वारा सरलता से प्राप्त किया जा सकता है । 


उपर्यक्त फल ०-फलन के फल (!-8) को सार्वक्षित कर देता है जिसे (2.) से ४-#5-४८-० होने 
प्र प्राप्त किया जा सकता है । 


54. एस० सी० गुप्त 


द्वितीय प्रमुख फल: 
न ढाका अ काम दिए 2 -%)! 
० कलम (2.2) 
हक (१, मर) ५ ४5 (४, रू ख 9) [८ को 
3०, उठिनिड# / |! । व! 
नर (गा ) 307 3ै/2 2/)-77/27( --)) ५३+9/, 30 [.) क्‍ ८ (१५ दवा ही ज) हा ८3 (3, हो 


[ है ( ५, हक ) ] 
यदि क्‍०-+ ४ न7२०३५५--३४०, | आए [<म[5०+०१--१--3 (59 -- 259) ] 


था . . में | 
उपपत्ति: 6 | को कंटूर समाकल (]:]) में व्यक्त करते हुये एवं समाकलन के क्रम को बदल 
देने पर 
2] ह 
7७ री | की ( ना /+०) पु +%)| 777 ध् ९ ) | कक -- १)) 
हल 4 ]7. 


क्््््जलज लत 


97४) 











अकन>+>«>»- कक, 


है 
(2472) | आम जप हे 
-ा४० रा गो -») ब। शा +9)| /44 [( हर हु ५) । ् ४4) 
की 








+6:+] !. 


८ छो0 | [((-कल)) >गद्रकलली(-%2+8+०) 
#& (55 +६-+- »)) 


[ (३ + के (75५ शो जज -४) पा पल हल £)| 
के 4 नजर -£) पल 8 आकर पक कर £) | 28 मर 


£ समाकल में (.2) के सम्प्रयोग से तथा उसके बाद (-4) एवं (!-5) का व्यवह् र करने पर फल 
की प्राप्ति सरलता से हो जाती है । 


समाकलन का क्रम परिवततेन न्‍्यायसंगत है यदि # तथा 5 अ्नण-पर्णाकों से सर्वसमिका 


वगीकी 272 49 +8/0 तथा | शाह |<जरढ + 48--7--३(5/-३५9)] की तुष्टि हो । 
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तृतीय प्रमुख फल : 


: 347, [3/ : 50], 0, [४/, 50] मर (#, ५), (#, 4-- 3); [/५ (3, ] --०..)] 
[/(7१, ०५)]; [0 (५, /६)] 





6 27, 3/3, 47, $० हक (#, ८), ८ (#, € +-3) | 
| 


_. 7(2०+-28:)7(22+ 28,) 


पु (24) (4-37 (2/) 46+ 20-+902-7./2 


50, 58+47 [ /५ (27, 26--26,) ), [6 (5, ८..)] हे 
32 | [0 0,/0)), 6 80262, -%,)|.. (:*) 
यदि 3०-59 -+7->8(५./-न-४०) तथा [| थ/४9 |<#[5०--३8-| #-- ३ (3५/-- ४७) ] 


(2'3) की उपपत्ति (2-2) की भाँति है । 


चतुर्थ प्रमूख फल : 


6? 6, 50, ?, 5० / (7 €) ह 
#, [0, ४१], ०. [#. 509] | | पे 
। | 


। 
| 
। 
। 


८५7, 0); [ ७ (5, /&)] 


50, 5|2+5 
ि प१/2(/--2) »-- 52 र 
नकल ( गम) /4(7-7) # हि | 5 ५/+॥७ 3७ ( -+-&) 


06 कह] 
(20,7.)॥  / //) (2.4) 


यदि 350 + 3४<25०--2०३5,8 + #, | था89 [€श[5० +58-- 3४-३350--35%], | शाट्ट & [कर 





उपपत्ति: यदि (:6) में 457, 2-0, 6-50, 20557, /;5-0, 6--, ७-0, #55], ,8,550 
रखें तो 


् 2 ५-72-(०+४)2 | ता 5) थे 
| 2५-7८ 0. $ द्ट्ा।एा (४ ) ५ 


(2 ए )777/4/ + /2 छः 0, !73 7, 77: धग 2 (2 ॥ 2) 
ज्ज्कः 47३० 7 रा 7, [0, 7797], 06, [7४ : 770] 62 नम किलकन 
हि /777(१-०) न कि ज (2.5) 


पका. | / (४, 0,); [५ (१४, 55)] 
का मान प्राप्त होगा जिसमें 2-5 (27) 7/2(3-7४+(7-00(५+६-/2%/-7/20 फण7728270/-272 ,+7/22/-7/86+ 
(2.5) समाकल को भी सक्सेना [# 7. 40।] की विधि से सिद्ध किया जा सकता है कि 


। 270, ॥7/2+7: [ 6072877(१-०) | /५ (8, 4 --)»), [ /५ (१, की 
(७-2) है  ॥४./+४, १४0 [(4-- 8) ४? [ /५ (!४ १६) ] 


(2.5) तथा (2-0) के फलों के समतुल्य से प्राचलों में कतिपय हेर-फेर के साथ (2.4) फल की प्राप्ति होगी । 


(2.0) 
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3. अनुभाग 2 


नीचे हम कुछ विशिष्ट दशायें दे रहे हैं जिनकी प्राप्ति प्राचलों को उपयुक्त मान देकर 
की गई है :-- 


| 


दी शिकध हाथ 6 (5 ) 

& ॥। र हर. ह ४ 

/#, [/: ४/], 5, [4 हो | (»)0: (४४) 
(2 (0५) 
| 


(8५) : (04) 


89+47/द+- 2/26--4/36+-7/2६+4/267--॥४-7] ० 727+थ] 7772 


20070 0276 4222 0 कक का 8 2 04 








हे 294, 279, 42] , 2772 व [6 (2, €/») | 
2 * 977 5 90/”] :) |“ 
मकर आप मल कर >522(8077-/-४-१ ०) गा मे पे )- 
[/ (2, ,80)) [0 (2, 84) 
(3.) 
6? + 6, 4, 2 2 ) 
5 हे ॥ 94 १836 $ ४€ 
आप जज 0 0 कल 
20003 अडा5 00% है “7 अ0 4 गट रह 
>बंबर (३-2), (24,5) े 
, 0१, 4, 7 | 0 (2, 2८) 
& 92 (६ 9 
"०:४,० ७:०४ |/ (७ ०- 
॥ ! 


| 8 (9, ३; ५-३० ईै व *कडेगे 
सन्‍्श्ग्र॑/57 (३ ।-)) 7, (2</0) के 
कक ः 60 (2, 2८) 


| 


2, [2: 7], 0, [4 : 4] (2, 0); 7--&, 
> मी 
| 2 (28 5 5£/0) फक की 
नत्शिब/7 (३-2) 97/20-++७४-7/०७%, ,,(9) (3.4) 
जहाँ नल 4 न नय 9) 788 सच डे(/ी 5) 
6? 2, 0, 4, 4 98 हक (2, 26) 


2, [4 : 9], 0, [4:42] 30६ (9 0) । 





४५६८५ ॥-- ०); 4--7 , -% 


0 8 5 67 7. पा असम मल थी कक हक 
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&€ 2,-, हक | ०92 4 (2, 26<) 
2, [3:43], 0, [4:85] 2 0): 3 73 
। /$ (2, 303 2 


न्‍सलजमन्‍ममक्‍ब्नमभनक.. टन जममनननक 


02, 552) हर 5०7) नल, 29, € नी हरा: जैसे | 


नत्थिग्रर27 (7. 2)27, (24.2) (3,6) 


हैः रे मम रे 92 | ८ हक 2८) 
3 2 पे 2 “५४, 0); बैन? 


“2, द-:2)3 7ई०, ०, “ई- ३०, लि 


त्शग३/27१३-०))2, (2५.2) (3.7) 
6? 2, ४, $, 4 पृ | ८ (2, 26) 


2, [2 : 2], 6, [4 : 6] 


82; 6): 0४9 |<2& ७-52: 2582) 
ु लि 
[ [0 (2, 0५)]; ई०,--2०, [/५ (2, कह 





क्‍तशिविए22-67 श्र 27(6--6,) (६ 5, |, (2५.0) (8.8) 
&” 2, 2, $, 7 ८“(2, 26) ड़ 


2, [2 : 2], ९, [£ : 6] 


“५ (2, 5); 0५(2, --26--4-- 9, +- ०५) 





- 
| [6 (2, 8,)]) $%, “3०, [७ (2, १:-०७,)] 


उतशिवीए(86+9+28) क3/3 [6 -|- 8, ) ४ (७--०,) 7 (2422) (3.9) 
2, 8, 2, #, 4 ; ५ (2, 26) 
29 [4 :3], 0, [4 : 6] ८<&(2, 5); 5७(७, --26--4--2,-- 2, ), ) +-&7 


[/& (2, 9५) |; १, क्र 28 82 2€--2५) ] 
कटी खदाशाअव्रा2 (6-०५) 7 (६-०) ३३ (५ ।/-7) ७/० #%; ,, (9) (3.0) 


जहाँ #+- (। +./५ +५)-७६, ४-३ --३. 


&7 2, के, $, कह | 3 (2, 42<८) 
6 (2, ०); ८ (3, 7--%6--०+ 8, +-8५), ३-3 


23 [4 : 3], 0, [$ : ?] 


» का 
पु [८७ (2, 9५) |; का 47, न 97, 47, [ है (2, 2८ के 
नत27267श-08॥3/7"(6-- ०, )7(6-- ०.) म,, (2५.2) (8.]) 
94 4, 23 4.5 8 ] ८५ (2, 26) 
2. [4 :3] 6, [$: 7] ८ (2, 4); 8 8220 ह। -“2<--4+- 8, -- 8, ), अं ० 


उक०>+ममथाकेपकाकाइूक अनन्त 


[5 (2, 9५) |; नलकी 37, “7 #०, [/ (2, 26€-- 0, ) ] 
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-->22-24-6 -४५ ब्र//27(७ |-8, ) 7(6 +- 8५) 2", (24.5) (3.429) 
34, 3, 4, 3, 2 | 
45 [3 3: 3]9, 65 [2, 4] 


€ 
4; >«र्न 4-0] + ९५ 
> नी जनता 
9,, 9, > 4०, कक), 8--०,, 0-2 / 
नत्ड2(6-9,) 7 (4-- 8,)< ,, (24.2) (3.438) 
33 3५ 3, 33 3. ] € 
3.) [4 + 3]; 6, [3 5: 4] 4; । --€--& 8, हर 6, 


हक 


( (8, 8, $#, “39, 8-8, हर 


नत्यी(6-+ 8) 2 (6- 8,).7),(24/2) (3.]4) 
7. 8 2. 3 | € 
दे 7? |। 
कमर 8000 6 और 5 2वक् -0,, 2-39 
" | 
| 8,, 0,; 3+39, --3०, ३०, €--0,. €-- ॥ 
न (4--8,) (6 -- 8५) +, (2५.2) (७..5) 
. 3. 4. 25 2 ््ट 
3, [7: 2] 0; [9 &] 6; ]--€-+-०-- 0, +- 8,, 3+ 2४ 
> 8,, 6५ “०, ३४, “7३-३०, ६-8, क 
जय (०७--8,)/(०+ 8५)2(25.5) कक) 
6! 4, 0, 2, 2 » €्‌ हे 
3, [7: 2], 0, [2 :«<] 4; ]--€6-- & +० -+-6,, --&। 
हे | 9, 9१; ४ 8 कक 8-०, , 8-- ०, 
च्यी(६+9)2(०५-४५७४/१४४५५/-७४८-/०%१, ,,( 9) (3.7) 


जहाँ ४ 55३ (] न -+7०) ८8 तथा %४२5४५०- ३ 


रा (6 8, ) / ( -/-<६--०--8, + 2.) 7! कं 4 -“74--०,, क्‍,.--४4 ०१५ ं की] 
4(3-०-- /,) / (६-३ -+ ०५) ]--फ५ |); /; --» 


42 ४2 


है ( -/व 7-०, , €न॑ज हा ०५, पव० ») (8.48) 


नया, नाव + ६-4 +-0, +-० 


708 «०2.70 न कहर दंत 04 80) 
४ ([-4--०09)८ (८ +/+ 09) 


9 


-+0, + , थे ः 68 मं | -- [- 6 ७-८ 
मै ( ॥ ] ) 
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जप (] + 7 4३ 9, , ८-7 तप 9५ ] (3.] 9) 


2४ ]-.7- 9५9 + वन 6४ ्क 9] -+ 0५; ल्च 


जहाँ 7५ तथा ४; दो चरों वाले' हाइपरज्यामितीय फलन हैं । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० के० सी० शर्मा का आभारी है जिन्होंने इस शोधपत्र के लिखने में पथ-प्रदर्शन किया। 


निर्देश 

!. ग्रग्रवाल, आर० पी०। प्रोसी० नेश० इंस्टी० साइंस (इंडिया) 965. 
34, 536-546. 

2. एडल्यी, ए०। छसाहइमला "फबाइव्यवेल्याओं ीपाएत00 , सेकग्रा- 
हिल, न्यूयार्के 953. 

3. गुप्ता, एस० सी० । प्रोसी० नेश० इंस्टी० साइंस (इंडिया) (प्रकाशनाधीन) 

4. सक्सेना, आर० के० । प्रोसी० नेश० इंस्टी० साइस (इंडिया), !960, 26, 
400-43, 

3. शर्मा, बी० एल० । खया365 त6 48 8900, 8067४86०6९ त€ 53-प5९]]€६, 
965, 79, 26-40, 

6. शर्मा, के० सी०। प्रोसी० नेश० इंस्टी० सांइस (इंडिया) 964, 
30, 736-742. 


रे 2 


४|7373 ?3753 0 /॥0753॥4क्‍37 ?3६7]|८8 
४० 2, ४० 2, &97 |969, ?०३४८5 6-67 


पसत-फलनों एवं प्रथम प्रकार के शेबीशेफ बहुपदियों 
के कतिपय सम्बन्ध 
मणिलाल शाह 
गरिगत विभाग, पी० एम० बी० जी० कालेज, इन्दौर 
[प्राप्त--अक्टूबर 0, 968] 


सारांश 


इस शोधपत्र में [7-फलन एवं शेबीशेफ बहुपदी के गुणनफल वाले समाकल का मान ज्ञात किया 
गया है । इस समाकल को शेबीशेफ वहुपदियों की श्रेणी में प्र-फलन के विस्तार सूत्र को प्राप्त करने के 
लिए व्यवह्त किया गया है । विशिष्ट रोचक दशायें भी दी गई हैं । 


43095679८: 


(9 5079९ #श॒बपंठ्क ० स्-्ििटसंग्तगड. बगते प्रकथकांकार छगजए्०्क्ांथ5ड ०९ 
६6९ 75४ कंजव, 89 'श०्णोंब 50०४, 70679क७४ााटा। 0 [८77०20708, 2. ५. 8, 0. 
(+0]622८, 77007८. 


क्‍चछ प5 ए2ए6७ ढय खंगादठुएबो 7गए0फ्ंपछ [6 7700८ 0. म-ण्यिव्धं०ा 250 "'नदव्खंदार्ल 
ए०णैजाठ््ांबों ॥98 ला लएग्रपबांटत, फंड कधालएए४ हब8 92९९७ वााएछा0०एटत ६0 ठंप्थांत बए 
कफऊग्पआंगा कियाएाँव4 607 स-फिल्धंत्त फ। इल्लंट रण 7 क्रव्कंगाल एगजाकप्प्गंश5.. 24४ टपाँका- 
॥0८८४78 2०2७8४८४ #4ए४९८ 76८7 ४50 छएुए८ाय, 


] विषय प्रवेश 


हाल ही में फाक्स [($), 7. 408] ने आ-फलन को मेलिन-बार्नीज प्रकार के समाकल के रूप में 
परिचित कराया है 


महक" [ (6 $ ०१) 9 *०००००००० % (6५, ०७) | 
/१ 


(070 000 837 7 > (04, 4) 


४7 7(8/--.9) 7 7(7-०+;) 
क्च्य है] 





हे ऋ्र् थे (.) 


- 997 /+ | 4 
है 7(-2-/॥७) 7. 7०-०४) 
उन्फ्ा+2 च्या+] 


62 मणिलाल शाह 


जिसमें £ शून्य के तुल्य नहीं है और रिक्त गुरानफल की विवेचना इकाई के रूप में की जाती है; 2, 9,१7०, # 
धनात्मक पूर्ण संरख्याएँ जिससे /25720, 42:४३27 की तुष्टि होती है; रत, --.००७४)१ (/7५ 
ललल- , 4) घन परों संख्याएँ हैं तथा 4;/(#5-, ......+ 9); 2(/₹ ...--. 9) ऐसी संमिश्र संख्याएं हैं कि 
4 (०/-,3/5), पा को , %) के पोल <(!-८6६+०४७), (१55१, ------ » ०), के किसी पोल से 


सम्पात करते हैं श्रर्थात्‌ 
०८ (०॥ 47) # (44-३८ 7)/09 (३ 477७० कि *+*--- 300 5 3 30833 5 विन » 2)... (.2) 
यही नहीं, कंट्र 2, ८-२०० से “१-०० तक विस्तृत है जिससे कि बिन्दु 
व कड (228) ५ व5.. / ८ तप मल ) (4.3) 
4 3.8 
जो /(6/-8/), (४5, ......» ४» के पोल हैं वे दाई ओर अवस्थित रहते हैं और विन्दु 
मी आज अआ मम (.4) 
"पड 
जो 2(!-०+०४), (75१, ......, #» के पोल हैं वे “ के बाई ओर अवस्थित होते हैं। ऐसा कंट्र (7.2) 
के कारण सम्भव है। 2-फलन सम्बन्धी इन कल्पनाओ्ं का पालन पूरे शोध पत्र में किया जावेगा । 


हम /7-फलन का संक्षेपण 


गाउग (5५, ०/५)) 
7! (* ((१५, 8] अर 


के रूप में करेंगे जिसमें ((०७ ०५) द्वारा प्राचलों का समूह (&,, ०), -----७ 5» ०) व्यक्त होता है और 
इसी तरह ((०५, /4)) के लिए भी लागू होगा । 





संकेत ८५ (४० ४9 से प्राचलों का समूह व्यक्त होगा :--' 


7. 7--7 7 --777-- 
777 ह॒ 


ब्राक्समा [[7), 70. 278] के अनुसार 





77725 72 6/ कि ) ) 
/०4 | ((50५ ५५ | ० £।०), बचु ४ के लिए 
आज 
जहाँ 4 22 ध्‌ 68; 
<“ ८/- 2 2::50 तथा ढच्च्य्याग | हु) 4 गिल 0 » 772) 
१ 7 


व्था 


(4५, ०») | हा ग थे 
(82 60) 50028) दीषे * के लिए 





मत 377 | 
कं 


/7-फलनों एवं प्रथम प्रकार के शेबीशेफ बहुपदियों के कतिपय सम्बन्ध 03 


ै है 


2 ध्‌ !2 
जहां 4 ०7->]8<0; 2 ८-- * वान->/2- < 55२००, ध्य8 ८|< 2ेगेग 
] ; 


तथा 





35-7745 (८ न 3 258 3 कप ४72) ७ 


घट 


इस शोधपत्र का उद्देश्य /-फलन तथा शेबीशेफ बहुपदी वाले समाकल का मुल्यांकत ““-फलन 
के रूप में करता है। इस समाकल की सहायता से श-फलन का विस्तार-सूत्र स्थापित किया गया है। 
कतिपय रोचक फल भी दिए गए हैं । 


2. समाकल 


इस अनुभाग में निम्तांकित समाकल का मान ज्ञात किया गया है । जो सूत्र व्युत्पन्न किया जाना 


है वह है :-- 


| ४7(]--&४)77/2/ ((2%&-- 27207 | 2९ 
* 0 | 





(6, ०५)) पु 
((2५, 34) | दा पा 


१ प्ार!फाश[2० | थ् । (८5 (० 2) 4) ६ ८५ (0 ४७ ७0६ ) [.) (6 ७. )) | 
087/4 2+ 20 ,(+ 82० ( (१ (4) ५ ( (5 (0 -“7/2-“-- ४) ( (0 ॥& 0 “38 (-- £) ) 


है 6 22 (्‌ 
गा थ्ध 2] च्््य 50, 2 6५ हट ०-० ० कम ० | 479 ८ | दर डैशैग, 
7 हि ग्रन] 


पान 


जहाँ & घन पूर्णासंख्या है, 
6 पा 
| 2-0 हल पा, (लत, ....-० ४०) तथा ४ /(2४--7) प्रथम प्रकार का शेबीशेफ बहुपदी है। 


उपपत्ति : 


2.) को सिद्ध करने के लिये (2-2) के समाकल्‍य में #7-फलन को मेलिन-बार्नीज प्रकार 
के समाकल (7.) के रूप में अभिव्यक्त करते हुये तथा समाकलनों का क्रम बदलते हुये जो (१.2) में 
दी गई शर्तों के अनुसार न्यायसंगत प्रतीत होता है या प्रक्रिया में निहित समाकलों के परम अभिसरण 
के कारण हमें 


7१7 |] 

47 7(9/--83) 7 7(--4; + ०३४) ८४ 

कच्चा न्न्यें | . पर | 

कि. आर मनन जिम जज मीजक “लय जि आह सह 2 की 8200 0020 / 
* (० | 


॥ -7"]5-20$-. 8 ४ ४) व (67-65) 
यो, रपट क्ष+ कतर) ॥-०्प हा 
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प्राप्त होता है। अब ज्ञात फल [(5), 9. 27, ()] के श्राधार पर & समाकल का मान निकालते हुए 


_४४८(०-१)7"(०--३/2) 


£॥ 
>.... *«ह “7 /32 हा दिल 7 कम 
हे के 22 छह 99 7ए४-कफ + झ9) 


“8(०)-०-१, के लिये मान्य है । 
गामा फलनों [(2), ?- $, (१)] के लिये गास के गुणन-प्रमेय का प्रयोग करने पर 


| /( ह। 
7%८) ++ (26) ४१४४ ॥कघ८-7/2 । 7(& न ्र) 


जहाँ % एक धन पूर्णासंख्या है, (2.2) का लघ॒ुकरण 
7 7! 9- [ -_. 5 9- 2-6 
॥॥। 2(9/-,99) 77 7(] -:4]र-०;5) पप | शव ज॑-5 ) पं 4 3 ) गा 
तर मे | उा है म्त0 250 हर 
५9 9 एक आल 2 आ  आत् उता जा अं आम | 7ए०-कणे पट 324: 
ह वत-शकधिओ 7 गब-मक्ो) रीयल ४) 
उच्कान+य ४750 


उच्यान॑ज 


0 


5-7 -+7--3/2+४ 
7! 2ि 
>< र 7 (“है न- ४) 
में होता है जो #-फलन की परिभाषा (.) के अनुसार समाकल (2.]) का मान प्रदान करता है । 


3. विस्तार 


शेबीशेफ बहुपदियों की श्रेणी में /४-फलन के प्रसार सूत्र को अनुभाग 2 में ज्ञात किये गये समाकल 
(2.7) की सहायता से उपलब्ध किया गया है । 


जो प्रसार सूत्र स्थापित किया जाना है वह है :-- 


777572 


/ हे 
४१4, (५, [६४ 





(०५, ०५)) 
((०५, /8५) )| 


9 ०७. 2577-+490 (/५ (& --/2+ ३) १) (/५ (७ अल ) || 
पाउ-लड > मा जो क 
4१/7१0१/4 अलग ० ह | हि (8५, /9)), ( /५ (0, हर आल 8 (८५ (0, 57 )५ ) | 


2 ४ ,(2४--), (0<&<), 


(8.) 


8 2 (्‌ 
जहाँ 5 घन पूरणंसंख्या है, 2 ०-2 55750, 


|६. / है । 
2. ०6/-- 5 ०-० - < 5520, | 278 £ | < इुआने 
ये शानीए ये ॥7--7. 
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तथा /8 ( »+9 2)> जम क .5 0 कहो, 
उपपत्ति : 
माना कि 
(४)5%"/,,, ५ बा. | गाय (2 +(2४-2), (0<:&<4) . (3.2) 





समीकरण (3.2) मान्य है क्‍्योंकि/ (४) शतत है श्रौर विवृत अन्तराल (0, /) में सीमागत 
विचरण वाला है। अब (3-4) में दोनों और &(7-%)7“/ /((2४-3) से गुणा करें तथा 0 से 7 
तक » के सापेक्ष समाकलित करें। समाकलन एवं संकलन के क्रम को बदलने पर जो बाई ओर के लिए 
विहित है, हमें 


| 0-/भ(] - & 7 /(2४-ा मा, | ८४ [४ 2 ८५ (8.3) 


न 8 | &7/2(]-_&)-//थ्य (2४--) 7 , (2४--) ८४ 
प्राप्त होगा । दाई ओर शेबीशेफ बहुपदियों [(3), 9. 272, (8)] के लाम्बिकता गुण का प्रयोग 
क्रने पर 


॥ &7/१(]--४)-2/शू 7, (2४-- )]2१४४--वछ 
0 


जहाँ *प्त+0 तथा (2.) की सहायता से (3.3) के बाई ओर समाकल का मान निकालने पर 


८(----_ 7705 7-4 प् (७ (9, --2+3), 7), (८४ (0, -5/)+ 7) (५५, ०»)) ] 
०१/२ (72803 ध्र+ 2 (80५ /49))५ (८५ (0 --2-:2), 0) (८५ (9 -“-/2-+-४/), 4) 
(3.4) 


(3.2) तथा ($.4) मी सहायता से प्रसार सूत्र (3.7) की प्राप्ति होती है । 


4. सम्प्रयोग : 

प-फलन श्रधिक सार्वक्रित रूप में है जिससे प्राचलों के विशिष्टीकरण से कई ज्ञात विशिष्ट फलन 
प्राप्त होते हैं। (7.) में ब॑-%ल्‍-१, (67, -.-* » 5 /४--१, .....-५), रखने पर #-फलन माइजर 
के >-फलन में [(2), 9. 207, ()] घटित हो जाता है जो स्वय ही ऐसे कई ज्ञात फलनों का श्रत्यधिक 
सार्वीकृत फलन है जो [(2), 7. 25-222] विश्युद्ध एवं सम्प्रयुक्त गणित में देखा जाता है । फलतः इस 
शोधपत्र में स्थापित सूत्र व्यापक प्रकृति के हैं । क्‍ 

हम निम्नांकित फलों का उल्लेख करते हैं जिनमें विशिष्ट फलनों एवं #-फलनों के मध्य के 
सबन्‍्ध प्रदर्शित किये गये हैं जिनका उपयोग कतिपय विशिष्ट दशाओं के रूप में किया जावेगा । 
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| कर (आल ०37) 
हे. एक, बन ज +नी- ७० 
अं (0 ), ((]---94, 34) ) न रे 


न्‍्ः 
“१ [[7"(8/--877) 
उच्च 


मैटलेंड ने [[8), 7. 287] उपयुक्त श्रेणी पर विस्तार से त्रिचार किया है और यह मैटलेंड का 
सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय फलन कहलाता है । इसकी सांकेतिक अभिव्यक्ति निम्न प्रकार की जाती है:-- 


ही ये 
४५ ॥ ०५)। , -*] । 





(०५, 9) 
| 
जहाँ 27.,(») को मेटलेंड का सार्वक्षत वेसेल फलन [(6), 7- 257] कहते हैं । 


8--] पर (2.]) तथा (3.) की विशिष्ट दशाएं 


(() %, ४, 4 को क्रमशः ।, #, ?+7 द्वारा पृनःस्थापित करने पर तथा ($.) को ध्यान में 
रखते हुये श्रन्यप्राचलों का उचित चुनाव करने पर 


ब -/थ्व्‌ । 4५, ८५ )). 
|, 4४० (--2)-2/थ2 /(9४--] , ,9६ ॥ मम ८ व (4.8) 


(-/५3 7) (६ 9, ), ((--०,, ०५७)) ] 
(0, ), ((-०५, 89), (-7०-/-$ १), (--४//-9 !) 


० 2-० ४५ 


8 पीर (सनक 7) (-/) -०% ०) न 
पे टिक +ल | |, ), ((-% 80), (-#-४ 0), (-/न१* 0| 7 2७-० 


3 डे 
+/() में, ५, 0५3 | 





4 


2? ध्‌ 2 ध्‌ ह 
जहाँ 5 गण कर ]557::50, 2 व्यंण 2 8;--7 उ्5)ै>>०0, [थ्ा३ ८ | < ३शश, <02(०) >> --+ - 


(0) #४व-7, ॥८०/८८0, (5०2, 0,570, 095०--०, /3774, /0,55/» होने पर तथा (4-2) का 
प्रयोग करने से 


|! &?(] ---&) 77/2/ ((2४--] )३४ (2४) ८४ 


__ था | ७» (७7) (77275 7) 
गम, ५ (0, 7), (-9, (८), (--/2-/- $, 4), (--/#+/- | | (4.5) 
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5? ५7 |) (42 ) 


पी 
व न्न्प | 99 - /9 9 
१ थे /न्त 53 # < (0, ), (--०, /2)५ (--/ --7% हम (70077 4) 


जहाँ | आह ८ | <४ग तथा ८४(०) ०-३: 


| 7,(2%४-7) 


(4.6) 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० वी० एम० भिसे का आभारी है जिन्होंने इस शोधपत्र की तेयारी में सहायता 
पहुँचाई । 


निर्देश 

]. बेक्समा, बी० एल० जे० । काम्पोस० सेंय०, !003, 49, 239-3%] 

2. एडल्यी, ए० । पसाशंटण एफल्ाइटटातटापवी शप्यटत008, भाग *, 
मेकग्राहिल, न्यूर्याक, !953. 

3. वबही। "ु'809]55 0० 77६6४7७४ऑ 7+०7४0०07778., भाग 77, 
सेकग्राहिल, न्‍्यूयार्क, [954. 

4. फाक्स, सी० । ट्रांजे० अमे० सैथ० सोसा०, !96, 98, 395-429, 

5. राइट, ई० एम० । लन्दन समंथ० सोसा०, 958, 40, 286-293, 

6, वही । प्रोसी ० लन्‍्दन सेथ० सोसा०, [935, 838, 257-270, 


4? 3 


५ ववव3 २875॥4व6 /॥७53॥0॥37॥ 7307 /#3 
५४०!. ।2, ४०. 2, /&97#7 |969, 7०885 69-7। 


लेथाइरस संटाइवस के बीजों में उपस्थित लेसिथिन का 





सरज प्रकाश बिल्‍ला 
एवं 
कृष्ण बहाडुर 
रसायन विभाग, प्रयाग विश्वविद्यालय, प्रयाग 
[ ब्राप्त--जनवरी 22 7969 | 


साराश 


लेथाइरस सटाइवर के वीजों के क्लोरोफार्म एवं मेथिल ऐल्कोहल (2:) के निष्कषर से प्राप्त 
तेल जैसे द्रद से फास्फोलिपिड प्राप्त किया गया । इसकी सिलिका जेल एवं मेब्नीशियम ट्राइसिलिकेट 
(5:5) की स्तम्भ क्रोमैटोग्राफी से लेसिशिन प्राप्त किया गया। 


+$35४79.0६ 


5(पर्तेए ०त॑ ॥,९८ासंड  एलरडलफ: उंछ ६2 5छ९थेंड ईद: छ5 डथ्प्रएचड,.. 89 
5फ्ाग खिबॉप्बिकत आन बाणतें डिफेंडव09 52॥4 407, /26927070९7( रण एाछामांडऑणए, एएाएटाइ(प 
07 ७]9/2920, ै!!279/240 . 


पुफ्ल इटटवेंड ०णी बाफिएकएड इवतएपएड 00 काफ्टाींता छापा ठकवा00किओ 279 #ऋालाए8007 
(2:]) ए/०वेंपटढ 7 णोए 5पो>४89०९ छ्मांट) 8 80पा०6 9 ब80प0९ 6 20०70.. 7|6 0980870- 
परजंव सबड इटबाथालवे 99 ॥7९गंग्रड (8 0ए 77888 छा 0"2५ 70387 दगा6्ंवद6 30प007. 
नगृफल [हलंफराफ। पाप ठंप्वांगरल्त जब एफ्लील्ते छऊफ ००णफगए लफणाा०तछुप्थएीजर 09 साटवा5 रण 
आधटन हुएी| बगते फ्राबडव्आंपाए एपंश206 (5:8) 


लिपिड वसा अम्लों के यौगिक होते हैं ग्रथवा लिपिड वह प्राकृतिक पदार्थ होते हैं जिनकी उत्पत्ति 
उच्च वसा असस्‍्लों से होती है । जिन लिपिडों में फास्फोरस होता है उन्तको फास्फोलिपिड कहते हैं । 
ये 'कौगिक लिपिड' के वर्ग के श्रन्तगंत भ्ाते हैं, जिनके मुख्य सदस्य सिफलिन और लेसिथिन हैं। साथा- 
रणातया इनकी रचना वसा अम्लों के दो अणु, फास्फोरिक श्रम्ल के एक श्रणु तथा ग्लिसराल के एक 
श्रण के मिलने से होती है । इनमें ग्लिसराल की अल्फा, बीटा स्थितियाँ फास्फोरिक अम्ल तथा क्षारक 
से बदली होती हैं । यदि क्षारक कोलऐमीन [-(स,0प. (प्त,एप्त,| हो तो इस प्रकार से बने लिपिड 
को सिफलिन कहते हैं किन्तु यदि क्षारक कोलीन [07५08 खह। (छ,)0प9-] हो तो लेसिथिन कहलाते 


हैं ॥ सिफलिन मस्तिष्क कोशिकाश्रों की वृद्धि में तथा रक्त # थक्‍्के बनने में सहायता देता है” जबकि लेसिथिन 
ग्रात में विटामिन ए के शोषरा को बढ़ाता है ।* 


न सूरज प्रकाश बिल्ला एवं कृष्ण बहादुर 


लेयाइरस सटाइवस ( खेसारी अथवा चपरी) के बीजों को पीसकर क्लोरोफार्म एवं मेथिल 
ऐल्कोहल के मिश्रण ( 2:! ) द्वारा साक्सलेट में निष्काषत किया गया जिससे बीजों का कुछ अंश 
क्लोरोफार्म एवं मेथिल ऐल्कोहल के मिश्रण में चला गया। क्लोरोफार्म एवं मेथिल एऐल्कोहल 
के मिश्रण को आसवित करने पर एक तेल-जसा द्रव प्राप्त हुआ । 


फास्फोलिपिड का पृथक्‍्करण 

उपर्युक्त तेल जंसे द्रव को एक पृथक्कारी कीप में लेकर 02 प्रतिशत पोटेशियम क्लोराइड़ के 
घोल में मिलाया गया और फिर इस मिश्रण को दो घन्टे तक रक्खा गया जिससे लिपिड का प्रभाज 
श्र-लिपिड के प्रभाज से अलग हो जाय । फास्फोलिपिड को उपर्युक्त प्राप्त लिपिड प्रभाज में से एंसीटोन 
ह्वारा दूसरे लिपिडों से पृथक कर लिया गया । 


लेसिथिन का पृथक्‍्करण 


प्राप्त फास्फोलिपिड में परम एऐल्कोहल मिलाया गया। इससे लेसिथिन को जो कि परम एल्कोहल 
में विलेय है, छानकर दूसरे फास्फोलिपिडों से पृथक कर लिया गया और फिर एसीटोन मिला कर 
लेसिथिन को अवक्षेपित कर लिया गया । लेसिथिन को परम एऐल्कोहल में घोलकर उसमें कंडमियम 
वलोराइड मिलाया गया । फिर लेसिथिन को छानकर काब निक पदार्थ से पृथक कर लिया गया । छनित 
में ऐंसीटोन मिलाने पर लेसिथिन को पुनः अ्रवक्षेपित कर लिया गया। 


लेसिथिन को उसके सिलिका जेल एवं मग्नीशियम ट्राइसिलिकेट (5:5) के मिश्रण की स्तम्भ 
क्रोमैटोग्राफी द्वारा क्लोरोफार्म एवं मेथिल ऐल्कोहल (2:) के मिश्रण से शुद्ध रूप में प्राप्त किया गया । 
बलो रोफार्म एवं मेथिल ऐल्कोहल में प्राप्त लेसिथिन को ऐसीटोन द्वारा पुनः अवक्षेपित किया गया। प्राप्त 
लेसिथिन को निर्वात जलशोषित्र में शुष्क किया गया । इसकी मात्र। 34'6 प्रतिशत निकली । 


लेसिथिन के गुणधर्म 


लेसिथिन एक मोम-जेसा पदार्थ है जो वसा विलायकों में, जैसे बेंजीन, क्लोरोफार्म, मेथिल 
ऐल्कोहल, परम ऐल्कोहल आदि में तो विलेय है परन्तु ऐसीटोन में अविलेय है। लेसिथिन निष्कषित 
करते समय इसका रंग सफेद रहता है परन्तु धीरे-धीरे यह पीला और फिर आक्सीकरण होने से अन्त 
में भूरा हो जाता है। यह एक ऐलीफेटिक पदार्थ है जो गम करने पर विच्छेदित हो जाता है जिससे 
उसके अनिद्चित गलनांक का पता चलता है । 


लेसिथिन सोडियम बाइकाबोनिट एवं फेलिंग विलयन के साथ कोई क्रिया नहीं करता, जिससे 
यह पता चलता है कि उसमें अम्लीय एवं ऐल्डिहाइडी समूह उपस्थित नहीं हैं । यह एक असंतृप्त यौगिक 
है क्योंकि यह पोटेशियम परमैंगनेट एवं ब्रोमीन जल को रंगहीन कर देता है । 

लेसिथिन को 0:5/४ ऐल्कोहलीय पोटेशियम हाइड्राक्साइड़ के विलयन के द्वारा बालु-ऊष्मक 


पर दो घन्टे तक साबुनीकृत किया गया । साबुनीकरण के पद्चात्‌ प्राप्त वसा अम्लों की पत्र-क्रोमैटो ग्राफी 
द्वारा स्टियरिक एवं ओलीक वसा अस्लों की उपस्थिति ज्ञात की गई । 


लेथाइरस सटाइवस के बीजों में उपस्थित लेसिथिन का अध्ययन हक 


लेसिथिन का एन० एस० आर० वर्रक्रम 








बे 30 7 *. प्रोटान संख्या अर *. य्रोटान संख्या 

7.85 $ 9-94 ] 
9050. 4 9*-]] ] 
8:66 3 0:90 ० 
3-93 | 8*78 5 
3-34 4. 449 2 
2-4: 7 468 ॥ 
2*]5 4 8:89 2 
]0-] 3 ०:02 ] 
]0-4] ] 


7.0 से 0'5 + मानव “से, एवं “7५४, प्रोटानों की उपस्थिति को व्यक्त करते हैं । 40 से 5*0 
४ मान --0प्त प्रोटान की उपस्थिति व्यक्त करते हैं। 3.5 से4/0 * मात -+भर्े अ्न्त्यों वाले प्रोटान 
की उपस्थिति व्यक्त करते हैं। 3'.0 से 3:53 + मान ८“ ०प या ---०८8५.0प्त प्रोटान की उपस्थिति 
व्यक्त करते हैं । 2<0 से 3.0 7 मान “7५४४ या - 7००४८ प्रोटान की उपस्थिति व्यक्त करते हैं? । 


उपयुक्त परिणाम से लेसिथित यौगिक का सम्भव सूत्र निम्न प्रकार से व्यक्त किया जा 
सकता है :-- 
(५, हु (()() प्प्र्ज (. 35 


। 
एछ-000-[65प,],-058-०0प-[68,], -0प्त& 


८ छ,-( 
| 
“फा0-7?--68,09--!७+४ [(:94 |; 
|| 
(2 


निर्देश 


।,. सरकार, एन० के०, चटर्जी जी० एवं युनि० कलकत्ता जे०, मिचिगन स्टेट मेड० सोसा०, 


बनर्जी, आर० । ]957, 56, 7457, 

2. एडलसंबगं, डी० के० एवं सोबोटका, जे० ग्रस्ट्रोएन्द्रोलोजी, न्‍्ययार्क 948, 40, 822- 
एच्‌० | 30 

3. ब्रांड, जे० सी० डी० एवं एगलिनटन, 4 [00762007 ०07 996८४४०05009ए7 (6 07४०८ 
जी० । (।0९८०४7००, झ्ोल्डबोल्ड प्रेस, लनन्‍्दन, !965, 


| ० 68.84: 


जी []3॥73 73#75॥32व #॥एछ5370:॥॥83॥ २5६7६ 
४०0. 42, ४०. 2, &97॥ 969, 728०५ 73-76 


सब्लन प्रकार के कतियय समाकल समीकरण 
एस० एल० कहला 
गणित विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 
[ प्राप्त--फरवरी 8, 968 ] 
शंश 
प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य समाकल समीकररा 

| क() (४१-४१) ४३ 3 (8५/(७१ --/१)) ०६० [--९(४१--४१))८४--$ (४) 

का हल निम्नांकित झूप में प्राप्त करना है : 
(५ ॥ + १४ | 4 (४) (४१ - ६१) 77/2(+5) --&झए[-- 2४ #7)) 2. (+७(१/ (४४-- ४7) ) ८४ . 

( 

समाकल समीकरण 
॥ २) (67 --४)/ 2 3 (6५/(४१-.2)) ७छए (--9(४१-»४१)) ८/5-/॥(७) 

पं 

का हल भी दिया गया है 


५ 35673. 0९६ 


एच टशाडकाफए ईंछटछए७ं स्युप्रनगड॑त्शाड 06 टठकाएणीप्रांइठश ईएछए०. 2) 56. 7.. &9]|9, 
06792०0/श56या ्ाी ६४४९फव/25, पाए 66 ]050एप5 उ047फप्ए. 


वुपाल 69]6०६ ० ४6 [765९४४ ए38096०७ 45 0 69४७0 ६९ 50प्राईठम ० क्ाडह7क ध्युप४00 
नि ँ &; कं डछ 
| ((#) (४१ --/2) /४/2 ४ ५/(४४-४१) | 6० [ -- 0४४१-४१) ) ८६ +- ४ (४) 
धर 


28 


हम 
पु (>) --/ । ह (6) (४&१-.. 82) 7(/4++0/8 रा (-- 9(५४2-- 82) | _(५+७)४१/ (४-४7) ) ४४. 
धर 


44 एस० एल० कल्‍ला 
4 80007 ०796 फ्रांटटु"ब €तृुप707 


(9७) ७१--३)॥४३ 3,0/(7१--३१) ७फ (--0(४१-%१)) ७5-६७) 


88 8850 27ए८॥ 067८. 


4. कुछ फलनों में कतिपय संवलन परिवर्तों का व्युत्ककश सम्भव होता है । ता लो” ने इसे 
ऐसी अ्रष्टि के लिए सिद्ध किया है जो शेबाइशेफ-बहुपदी है और बुशमान” ने ऐसा ही फलन लेगेन्डु 
बहुपदी के लिए प्राप्त किया है। 


इस शोधपत्र का उद्देश्य संवलन प्रकार के समाकल समीकररों के लिये हल प्राप्त करना है। यह 


विश्लेषण औपचारिक है । प्राप्त हलों को हमेशा ही मूल समाकल समीकरणों में प्रतिस्थापन द्वारा 
सम्पुष्ट किया जा सकता है । 


हम लेप्लास परिवतते क्‍ 
४0) | ०४४ /७)%, #(७)>0 (-) 
को // /) या _ द्वारा व्यक्त करेंगे । 


हमें निम्नांकित फल [3, 0. 85(80)] की आवश्यकता होगी : 


4, 87/2/ 3, (87०) 5) का पे (०, मल गओ 
2. समाकल समीकरण 
। ४६४) (४४--६१)१/१॥४ ७&६0[-- 8 (४१--४*) 3 0 ,४ै/ (४१-३०) )४/ -- ४ (४) (2-) 


का हल 


(25 | ६ 986) (४४-87):५५9४ ढक (-8 (४१-६४) 7. (७.७ (0/(४४-४))७... (2-9) 


होगा । 
उपपत्ति : इसे सिद्ध करने के लिये (2-[) में 


है, हर , 
४442--62-- 9), /२-. ८१--- 2, का 7१2) तथा 2%(%)  --7०(9) 
रखने से 


[8 (2) (2--2)// ०७ (--१( >--<)) 306५ ( 9--2))४८-४( 9) (2-3) 


संवलन प्रकार के कतिपय समाकल समीकरण 73 


प्राप्त होगा जो संवलन प्रकार का समाकल समीकररा है। श्रब दोनों ओर का लैप्लास परिवर्त निकालने 
पर तथा संवलन प्रमेय [#7, 9, 30] प्रयुक्त करने पर 


कि /( 9// €7% ही ((9१/3)) -- छ (2-4) 
प्राप्त होगा जिसमें फल ('2) का प्रयोग करने पर 
9१ ४ है 
ह्-[ह) लफाएल4( #+8)फ+ 8)/ल7 5 (2-8) 
जिसे (!:2) के बल पर निम्नांकित रूप में लिखा जा सकता है 
कह (2008 2((%&/9)#68 >-पतश॥ 5... (४977) ८ छोक (2-6) 
ग्रतः संवलन प्रमेय के द्वारा 
४(2-(809/ (7 (3-दो 028 लफ(-१(ह-डो) काश (४(>-)शकथंट.. (27) 
प्राप्त होगा । प्रारम्भिक चरों को रखने पर हमें (<'<) प्राप्त होगा । 


3, समाकल समीकरण 


(400--/)//7/00/67-२0) ०फ (-४(0-2))॥7#७)... है.) 


( 
ह भ 
का हल 


(0 नाथ आए (#-+)-फ०७४३- ५.७ 0/(४-४)) ०फ (-/(४-/१)२ 


(3-2) 
होगा । 
उपपत्ति : हल करने के लिये हम यह कल्पना करते हैं कि १ 
2१-8४, /2--0,.. (/)/7-४(०), 2//») ++2 (४) 
और इनको (3-) में प्रतिस्थापित करने पर 
(४० (०-३) //४ 4, (४५/ (०--४)) «छए (-- 8(०7-- ४) ) ४०5०-४२ (४) (3'3) 


प्राप्त होता है 
पुनः: 0चत-०) फतताण& ८४----०, £(०)5-२( 9), स(४)---४ (८) रखने से 


| #( 9) (८-०)//% 7,.(5/८८-०)) ७ए-१(८-७))०४२-१४ ६०) 


4-7. 4 
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ग्रथवा 
४90 7 00% (0600 (50 25006 
निम्तांकित फल के बल पर प्राप्त होगा :- 
4०(%) क्त्थ2 (२०) 
अतः (23) तथा (27) के द्वारा इसका हल 
प् 2///< (9 ; 
9( 9) -+-- पा है, ( >»-«):५४+०/१ 659 [--१( 9-८)) 7....+90/5/( >--«))44 (८) ०४८ 
(/4 
के रूप में प्राप्त होता जिससे 


४० ०- [ (४-णे०५३७/१ शक (-४(४-०) 7-८ (४-०) स(0 2४ 


श) 


बन 


ट्ि 
अ्रथवा &(०) च््क | (४-०) 79/8 ७&ए (--० (४-०) ._ (+9४५/(४-०)) (४) ४४ 
प्रारम्भिक चरों को प्रतिस्थिपित करने पर (७3'2) प्राप्त होगा । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


इस शोधपत्र की तैयारी में प्रो० झार० एस० कुशवाहा ने जो रुचि दिखाई उसके लिये लेखक 
उनका क्ृतज्ञ है । 
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बेसेल फलनों के प्रसार सूत्र 
एस० डी० बाजपेयी 
गरित विभाग, रीजनल इंजीनियरिंग कालेज, कुरुक्षेत्र 


[ प्राप्त--नवम्बर 30, 4967 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र में कुछ फलनों की लाम्विकता के आधार पर बेसेल फलनों के कुछ प्रसार सूत्र 
प्राप्त किए गए हैं। 


39567-9. ८: 


एकजऊ . लुफुण्गडात्ए. ल्न्‍पापॉइट ० छेल्डडरटों खिटॉि्म्ड, 82) 8. 9. फ्०एवथां, 
7267०"एश6्शां ठा व्वाटााबाट85, रिव्या०्टवों #7976०९०७श३ 0 06०86, िफपोट४४८४७. 


77 (गञ5 04067 5076 €छएथ7507 077प्रीबर ठी 86552] पिटा०05 79ए९ 0९९४ 07/02/7४८१, 
शाप 406 769 ० 07%68%०ाथाए 700670763 0 50फा€ पघि7०0075- 


4. विषय-प्रवेश : इस शोधपत्र में बेसेल फलनों के कतिपय प्रसार सूत्रों की स्थापना की गई है । 
जो विधियाँ काम में लाई गई हैं उनका विश्लेषण में स्व॑मान्य महत्व है क्योंकि वे कोज्या फलनों, बेसेल 
फलनों तथा लेगेण्ड़र फलनों की लाम्बिकता गुणों पर आधारित हैं। इस शोधपत्र में विकसित विधियों की 
सहायता से बेसेल फलनों के लिये प्रचुर संख्या में प्रसार सूत्र प्राप्त किये जा सकते हैं। यहाँ केवल कुछ 


रोचक प्रसार सूत्र दिये जावेंगे। 
2. इस अनुभाग में निम्नांकित सत्र प्राप्त किये गए हैं : 
उ,०(2< 2087) ९05/४ ६ 


_ (204) ८ 
... थैशानड नए तर (-7--7--)/ (४-- +---/-+-7 ) 


फ है) धनी श्नीओ 
229 | मर 


* _.॥. टी ८ 9. 
9000] ही की ॥ यो कक ००० 26४ (£*) 


/0(४-- ०७) >> -- ३. 
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3५४5(2८ 87 ६) --+4 208 कया 39+/(८) . 9»-+(<2) ००8 2४, (2-2) 
| 


पधहि #>-- डर ५ 


उपपत्ति : माना कि 
2()5/४(22८ ०08 7) ००8४४ ई -- 4, 005 277४. (2*3) 
कच्चा * 


समीकरण (23) बेध है क्योंकि /(7) संतत है श्रौर विवृत अन्तराल (0, £०) में परिसीमित चरण 
वाला है । 


अरब (2४) में दोनों श्रोर ००४ 2४४ से गुणा करने पर तथा 0 से ई” के बीच £ के सापेक्ष समा- 
कलन करने पर हमें 
ग्रा/ 


५ [22] | /थि 
३; शथ्ट ८05 8) 205# 6 ८05 256 -- 2..4, | ८05 2# ८08 25६ 4. 
/स्त्, 0 


प्राप्त होगा । कोज्या फलनों के लाम्बिकता गुण तथा सूत्र [2, 0. 294, ()], श्रर्थात्‌ 

/श्पा 
27--4 ),.. ८47 

22 005५ ६ (९054५ ई 72 रा ध च्च्ड ५ 5 

४ * 20: है हा कफ्म कक फर्क फछफ फपा। 


५४ पा ०-एरन-_ | » 
5 3[29--],०--०+-,8-+-, ०७--०---] * ७ | 


7४(०+०)-०-$५ का प्रयोग करने पर हमें 


व (2-4 )॥ 3 2 
४ अ2कनंडाशना (--ए-+उ-+) गकिक ४-5) _ 8 





४--०+ 3, #-+-०-+- 4 ; --«&॥# 
29 --4, 77--9--3 -- 3, पा 

(24) 
प्राप्त होगा । (23) तथा (24) की सहायता से तुरन्त ही सूत्र (2.7) निकल आवेगा । 


सूत्र (४४) को ऊपर दी गई विधि के सम्प्रयोग एवं फल [7, 7. 360 (4)] के व्यवहार से 
स्थापित किया जावेगा । 


(2'4) में ४570 रखने एवं [2, 0. 24, (8)] का प्रयोग करने पर 


3५०(2८ ०08 #) +-2 2 30+7(०) -+(<८) ००8 2//, (2-8) 
7 
प्षि ए ० “-$- 


3. इस अनुभाग में निम्नांकित सूत्रों की स्थापना की जावेगी :- 


वेसेल फलनों के प्रसार सूत्र 79 
है 2077 ((-- 2) (9-3 ल्‍ 
धयतव-0 ४0० -४] २) पक डा 5 ठीक 307 (8-) 
6 7>>-१ै, 8 (४०-३#- 


3  क  2यओ 2 0 बज 2 3५0). (४) 


क्र 20 | 
एक फफना) 2 6) (3-2) 
68 ४#7>7 ४ ॥7> -- 
उपपत्ति : 
/8)-॥/६7(--8) 7०१ 3,[०(] --8)] ७- . 4, 2,,(+/) (3-8) 
गे । 


समीकरण (०3) बंध है क्योंकि/ (7) संतत है और विव॒त अन्तराल (0, )) में परिसीमित विचरण 
वाला है । 


(3.8) में दोनों श्रोर ४ (5) से गुणा करने, 0 से । तक 8 के सापेक्ष समाकलन करने, 
[, 9. 354, (29)] तथा बेसेल फलनों के लाम्बिकता गुण [2, 9. 297, (5) |] श्रर्थात्‌ 


रे (50, यदि 2करह०, 
४ 7 (०४), ४ (80%) 4४< 
० 52 [+3 (०), यदि /#%५ 


फा उपयोग करने पर हमें (3:%) की प्राप्ति होगी : 


_ (एन + करा । क्‍ 
। | कप आक  ७ र+०+१/५(३) « (3-4) 


अब (3-8) तथा (3) से फल (34) की प्राप्ति की जाती है । 


सूत्र (3:2) को ऊपर दी गई विधि के सम्प्रयोग से एवं [, 70. 355, (30)] के व्यवहार से प्राप्त 
किया जावेगा । 


4. इस शअनुभाग में जिन सूत्रों की स्थापना की जावेगी वे हैं : 


०. ६70 77? /+% (#--०-+-/) (7 पं ०न-/)५ 3(7--9--/) दथि 
“3०0०-०४ ट कटक्त-ह उनकी, ५। ४ 
(4*) 
०(ए-+-०):>0, ४ ०<2, 0<6< 8. 
बगश्त३ 2),(8%) 7, (4७) #& , (8५४) 
_] इश्क +-+-)/274(2/--) /2) 7(3/ +-)/ / नह (37 -:7)/2 
(42) 


0<4-< 0, 
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उपपत्ति : माना कि 
(४) २७? 7 (9४) +- 24, 2,4४४) (43) 


समीकरण (£) वैध है क्योंकि (<) संतत है तथा विवृत अंतराल (0, ००) में परिसीमित विचरण 
वाला है । 


(4-3) में दोनों ओर «7 (०७) से गुणा करने, 0 से ०० तक & के सापेक्ष समाकलनत करने तथा 
[], 0. 349, (!)] एवं बेसेल फलनों [2, 7, 297, (6) |, अर्थात्‌ 
गा रि (+50, यदि /-7, 
| 5 ६-7 7,,(०४) (००) ०४ ५ 
रा 39 यदि (४-०9, 
के लाम्बिकता गुण का उपयोग करने पर 





हज 2666-57 4 $(४--०--/) फ' । 5] (४--०--/2)+ 2(3--०न--/); | 4९6 
#+ क़कुक्ाा-७&-»++/३० 7 * (4*0) 
ग्रब (#3) तथा (#4) के द्वारा सत्र ($", को प्राप्त किया जाता है । 


सत्र (+2) को ऊपर दी गई विधि के सम्प्रयोग से एवं [7, 9. 373, (0)] को व्यवहत करके 
स्थापित किया जाता है । 


5. इस अनुभाग में प्राप्त किये जाने वाले सूत्र हैं :- 


गन पा ५+7/2 (5) डा ेग 2 (४7 रा / ) [0 (नि (8) ] हु ++ /2 (४) १ (० "| 2 
2<७< ०0. 
_ ० पयाश नह 


#7-4/2 (४ -+-2 )/0॥7/3 


ग़ । ० (27--])/((७--/+- 7 
कि (5 लत --_ ) पे | 06 जज लक कह +#+7/2(/0) हा 2(%) « (8*2) 





422(/७५--४) >> -- . 
उपपत्ति : माना कि 


कत्ल कक) टी 4.0): (5-3) 


समीकरण (53) वध है क्योंकि / (४) संतत है और विवृत अन्तराल (--००, ००) में परिसीमित विचरण 
वाला है । 


बेसेल फलनों के प्रसार सूत्र 8] 


(8-8) में दोनों ओर » 7 ,५+9/४(४)) से गुणा करने, “०० से ०० तक & के सापेक्ष समाकलन 
करने, तथा [/, 0. 346, (45)] एवं बेसेल फलनों [2, 9. 39, (7)], श्रर्थात्‌ 


| 77 आज 850) .:8+/2 (४) पं 4 2 


सम प्र्ज-ए ृ नर, 
प 248--] ५3 
के लाम्बिकता गुण का उपयोग करने पर (5) प्राप्त होगा : 
८,078 ईैंग (20 -74 ) [/0+3/9(/0) | ..._ (5-4) 


(5-3) तथा (54), के द्वारा फल (5-4) तुरन्त अ्नुगमित होता है । 


सूत्र (52) को उपर्युक्त विधि का सम्प्रयोग करके तथा फल [3, 9. 355, (32)] के संशोधित रूप 
को प्रयुक्त करके प्राप्त किया जाता है । 


6. अन्त में जिस सूत्र को प्राप्त करना है वह है 


(--&)7/%४-7 9, | _ 2 [7 8७-४४)] 





(| 
ड् (2/-+-7) # [72 है ///९) पी 
टन 7]. | +,3(/+०) +#+], (४-+-ऐ/१2-१ * 8, ७0, 
का +हका ”) नी (/८४०) + नै (/४४०)/2- 
(074) 
उपपत्ति : माना कि 
]-+४ 4/2 50 
कसा (//4ि-] ९४ न ४7 6*2 
/ेत्त+ओे ला आह) [5] 4) (6-2) 


समीकरण (62) वैध है क्योंकि (४) संतत है और विवृत अन्तराल (-49 ) में परिसीमित विचरण 
वाला है । 


(6-2) में दोनों ओर से ?»(») से गुणा करने, “7 से ! तक & के सापेक्ष समाकलन करने 
तथा [7, 9. 387, (82)] एवं 7, 9. 279, (27) & (28) ], को व्यवहृुत करने पर (03) की 
प्रप्ति होगी । 


4 _ नी)2/7 7 [इन एन 
8४ 7(9+7)25%[(/(७+ ४७) +/ेर्न- 4] 72 [०-+ + )--7० |] 


अह ((८--०/2) -3|. 
2 3[0--१, ३(/४--०) नह, ई(४+छोक्‍ह 


(6-2) तथा (63) की सहायता से फल (0) प्राप्त होगा। 





हद 


(03) 
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कतत्ञता-ज्ञापन 
लेखक डा० एस० एम० दास गुप्ता का आभारी है जिन्होंने सुविधायें प्रदान कीं । 
निर्देश 
पुद068 ० ०0८४४००७) ४०7४०07775, भाग 2, 
मेंकग्राहिल, न्‍्यूया्के, 954. 
[मट्ट्ए28 ० फ्रे55४८। ईप7८४०78, सेकग्राहिल, 
न्‍्यूयाक, !962. 


. एडल्यी, ए०। 


2. ल्यूक, वाई० एल०। 


४ []33 ?३75॥3 00 /&॥एछ52॥ 0०9 ]॥3॥ ?3६+][८४ 
४०. 2, ४०. 2, 897] ।969, ?०92०६ 83-9] 


अभिसरण प्रमेय तथा सार्वोकृत स्टाइल्जे परिवर्त के उपगामी गुण 


बल्िलोकीनाथ वर्मा 
के० के० डिग्री कालेज, इटावा 


| प्राप्त-नवम्बर 7, !967 | 


सारांश 
यदि हम (७) | ८-2 ह(8) दें! 
लें जिसमें ५४ (7) न ४7690) ८! 
के ८७)«[ 8 () 


जहाँ (१7) को स्टाइल्जे परिवर्त के नाम से अभिहित किया जाता है। ४() & को ०० (४) हारा 
प्रतिस्थापित करने पर (3) का रूप 
00 4०. 
( ७) नस | जा (-]) 


0 


हो जावेगा। प्रस्तुत शोध पत्र का उद्देश्य एक अभिसरणा प्रमेय प्राप्त करना तथा (3) के उपगामी गुणों 
का अध्ययन करना हैं । 


595४2 ८६ 


(४07ए९:8०७८९ ६207 7९775 बरतें 35०709(०(72 छ97०कुट०"ए25ड ०ई॑ थ छस्ाल-गांडथ्व 
5९४0०७ इल्थए5/०7ए:%2.,.. 29 वातठातं ४ ए८७79, . 7268766 (४0286, 7४६2५]. 


[॥ ७४८ ६2.८० 7(७) - हा ८४ 08) 
७7९7८ ४(/) न्‍+ | ४7576 (४) 67 
कम 7, (8) <- [मई 6! () 


2? 5 


84. त्रिलोकीनाथ वर्मा 


([) 8 #र्श९त्टते क्‍0 35 59८68 पद्याईठिएा 079 ज॒व्फछोब्टंणह $(॥) ८ 0ए ४०(४), ४९ 86: (7) एछ 
६6 077 

० 60,(६ 
2()«| जा (-) 


बढ 679]४८६ 0 फी8 झ0ा€ 458 0 8ए४ 8 ८0४ए०ए९०८९ ६76076ण छ्णते शंपतवेए ब४एणए०000720 
7707०768 ० (-4), 
!. यदि हम लेपलास परिवतं के सार्वीकरण को निम्नांकित रूप में लिखें 


७) - ८०, ,,(७४) (50) 7९68) & 


यदि हम ९/(४) +- | ८८ ॥(८) ८८ के रूप में पारिभाषित करे तो 


__ 7 (०--४४-9) (” मा] 
(४5) 5 क्>कऋगाएऔ हा 0 आओ आम 5 लह चिकी74 , 
यदि हम 955७४-४३५ 4 ४, 2--%४-+ 45४ तथा ४#--॥४-- ३ रखें तो हाइपरज्यामितीय फलन द्विपदी 
यंजक के रूप में परिणत हो जाता है और हमें स्टाइल्जे परिवर्त का सार्वीकृत रूप प्राप्त होता है जो 


__? ९४६४) .._ (७) 
£(2)% | 3 7०) 


यदि हम 
#. शर्त 99 /--77--) / ५(2--72-- 2 ) 
० ब। जी | तथा आल अा को क्रमशः 
(४, ४, ८) तथा ४ द्वारा व्यक्त करें तो (७) को हम 
/७)- 46 ॥ 776, 5, ८) ८०(४) (.8) 
के रूप में अंकित कर सकते हैं। माना कि <? के प्रत्येक धनात्मक मान के लिये 0<7<+#? अन्तराल में 
०(४) सीमित विचरण वाला है । श्रब हम इस अनुपयुक्त समाकल 


4 
[ 46 [ 
[पा [हे #(6 ७, ८) ८०६) 


को किसी भी संकीर्ण ७--०--% के लिये परिभाषित करेंगे । यदि यह सीमा संकीर्णों चर ४ के दिये हुये 
मान के लिये विद्यमान हो तो हम यह कहेंगे कि (.3) ४--७, के लिये अभिसारी है। 


पुनः यदि ८(४) « के धनात्मक मान के लिये तथा किसी “0>0 के लिये « <€:४<:/2 अ्रन्तराल में 
सीमित विचरणा वाला हो तो हमें 


अभिसरण प्रमेय तथा सार्वक्षित स्टाइल्जे परिवर्त के उपगामी गुणा 85 


46- | 7 #6, ४, ८) 2०) -- ० 48- [_ #(6, 5, ८) ८०6) 
«0 €-->0 € 
+->०० 
परिणामों से (.2) के लिये ज्ञात परिणाम प्राप्त होते हैं, यदि #--%--३, /--#४--3--७, #. 
2. अभिसरण प्रसेय : (०) यदि समाकल (:2) ७-५ ऋणात्मक वास्तविक भक्ष में न हो, 
2750, ०<<0 तथा ७->$-०0 के लिये श्रभिसारी हो तो यह प्रत्येक ऐसे विन्दु के लिये अभिसारी होगा 
यदि 4(2% -- 4 ) ५5१( ०--%ह +$) >> 0, --#-- 2-0, --0, --2... . 


उपपत्ति $ माना कि 
80054 5, | #(॥ ४, ०) ००७). (०<४<००) 
0 


तो ७ के ऋणात्मक वास्तविक अक्ष पर न होने तथा किसी भी धनात्मक “* के लिये 


| 8844 | 


बद्री । 4डना कि 80 ० 3) 2०(४)->4 ७-7 |, 77(.७, ८, 0) ४५(४) 


772, .5) _, (4 [7१, ७) 
(3) यदि ०-+१४--5 पूर्णसंख्या भ्रथवा शून्य न हो तो 


४ प्र __ ए/ह, 9 (०-४ -- 2) /(७ --#४ -- 2) 2 
कलर कह (६, 5 ८) 5 (६, 5 ) (2 ३ सके ५2॥+ ह-9/॥-3 


77-- 
+ कक £ 8 # जब “२० 





(7) यही नहीं, यदि 2% शून्य हो श्रथवा धनात्मक पूर्णाक हो तथा %--#& -- ३-८0 या धनात्मक पूर्णाँंक हो तो 
“44 8, ७, 4)->४३ (४, ७)5-[/(--#--# +- ३) ]77 ७क्ाका ह-श0-7 


४ (7--#-- ३) 


4 


यदि 9--%--3-0 तो अन्तिम पद का लोप हो जाता है । 
(7) यदि »--४४+3550 या धनात्मक पुर्णांक तथा --#-#--$ शून्य हो या धनात्मक पूर्णाक हौ तो 
4#(8, ७, 6) ->47(6, ७) “० (-- ) #्+7 /4॥९७४-#+8/2 ६६--0-2/2 


+[(--७४-# -- 3) | 8 #नकत _-थ्ारा (० हर ) ++ | _- (20॥2-) ! 


(४7--#-- 3) ! 
जब #-> ००; 45७ ४३--0. 


५ ६-४ 
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यदि 2+४४+ 5-0 या --४४- £+३₹0 तो ह्वितीय पद का लोप हो जाता है। 
इसके आगे भी 


फ् / है) पशशा74/8 फ 7! --/+- 3, १४--# -+- $ 


अ्रब (0), (४), (४7) तथा (४) से' हमें 
/7(# &, 4) रु जल 
5, 3५, ८) --२०७)७, जब 4-5 3 
प्राप्त होगा यदि 
(8) /»र-%--३5-0 या धनात्मक पुर्णाक तथा 2(%) <0 
(2) &-#म्न्ड या 


(3) 7+#ब्न- ३560 या धनात्मक पूर्णाक, &--%-£३ तथा 22(%) >>0; 


प्रौर का ( जब 45-३7--0, /ऐ->०० 
यदि 

(4) #&-#४- | या 

(2) ? न #नाई0 या धनात्मक पूर्णाक, 2२(%)<0 
इस प्रकार 


“0, ७, थे 
»0७7/8(/#) शष्ल्ट्द्ा >े सान्‍त मान जब ४->#-९ “प-२ ००५ 


अतः यदि हम समाकल 
47(४, 5&,6) 
हे | & हक 
पर विचार करे तो यह दिखाया जा सकता है कि यह पूर्णतः अभिसारी है यदि 
(६, ७, & 
3 ज | |! ढ्ः हा रे है] रह ल्‍ 
रुक | हि सम [० 


*, 3,, ८) 


<76 | गण ४ [क 
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| 
4 


/7(8, ७) 
>> | फ ॥ह| आह है| 
0 8 का कु 5 कया 


अब 


“2(6, ७, 4) _. (४, ४) ( 3 ५ १ थ४+ा 
8, ७५, 6) 5 हर) या (हू) जब' ई->०० 


तथा “-7?४--0 जो सान्‍्त मात्रा है । अ्रतः प्रमेय सिद्ध हुई । 

3. प्रभेय : यदि (]-2) अभिसारी हो तो यदि ् 
4(०--४४-- ३) >> 0, #॥--&#- 3350, “[ 72...) 2--/४--१ 5८-८7 
०(7):50(४) जब ई->०० 

यदि (॥) ०-+%#--३ धनात्मक पूर्णाक हो या 

(2) 2850 या धनात्मक पूर्णाक, #--%-57 तथा 7२(%७)>0 
या (3) #--१॥४५८ + 
पुनः यह ०(४) 5-0 (४2४+7) (/-+००) कोटि की है यदि 

() #-नकाकऊ डे यो 


५” ५ 
(४) 20560 या धवात्मक पूर्णाक 22(%) <0 तथा यह ०५(४) --0( ;) ४->०० कोट की है 





यदि 2-77 -- 3550 तथा -/#-- 250 
उपपत्ति : माना कि (.2) ऋणात्मक वास्तविक श्रक्ष पर ७-5६ पर अभिसारी है। साथ ही 
_-] है प्र 
8070-44 ७५ | 77(8, 800, ०)4०(/) 
[ 
0 


-&047 [ हे 8(४) + [77(७, 30) | कड 


तो ५(४)--०(४ ५) 5- 4०(/५) 5५47 [8 (४)/7(४, ७५, ८) 77 | 


4 ४ [«८()-०(७५) |7"(8 0) 55 (0) “४ (5, 50) | 8(५) [77६४ 50) न] कप 


तो समाकल फलन के मध्यमान प्रमेय को प्रयुक्त करते हुये हमें 


4 ७, [०७)-०(७५)]7९(# 59 ०-२१(००)--१(००) जब #->०० 


6“724/2-0 


जब 2"(, ७५, ४)-२२१(४, ,9५):>0 जब #-+०० तया 47२५-0० प्राप्त होगा । 
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॒ ह ९5 
यह प्रदर्शित करना सरल है कि श्ण्या बा या ;/ हित 7 की सीमा उपयुक्त दिए हुये 
प्रतिबन्धों के श्रन्तर्गत शून्य है । 








4. परिवतें के उपगामी गुण 
प्रमेष ! : यदि 
०(0)5-0 तथा 
6) (9+#न-8) 20, (?-#४+-४) | 
((।) ॥---- 3550, --7, --2$ ... तथा 
(7) (८) 28 झनन्‍्य या धनात्मक पूर्णाक हो या 
(8) 2४5£0 धनात्मक पूर्णांक हो, #--%-£$ तथा 72(७), >>0 
या (20) #+#5--३ के लिये अभिसारीं हो तो 
(४)०-4 ००--)७7, (७->०+) 
/(७)--०() जब $->०० 


उपपत्ति : माना कि 


87) --4 ७ | 4०(४)2'(5, ,$५५ ८) 











ह _ ७ ७ (६ 86) ०. ५ 0, [०८ [7१(5, ७) 
की 703 आम (हे, 3 |, ०38 | दा [हट हा कह 
ह हि (8, ७) 
श्रत: हि 5२० आ ७7 (5) -+ 7) (--)७& ॥ रा । | (7) 4( 
>८ [#7(, $, ८) 
खो ०5५५ मे हल | हत5-4 
प्रौर भी 80)-4 5५ 78050) ०0)... 0<४</ 
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भ्रतः 8(0--) 5545, ०(०+-) 
है न 
ग्रतः था) पा तप के 8) ४--8(0--) (७७, -]) | 





हक हे |] हा ता ३ 4 80) #-8(०--)(659 --) । 


| | वो (कह त्ा लत! /(7)-,/8(0--) & । अब कक 


/>>0 दिया होने पर हम एक ऐसी संख्या 9-0 प्राप्त कर सकते हैं जिससे कि |8(0)-8(0) |<४, जब 
भी 05:75. आगे यदि 4 समस्त धनात्मक £ के लिये |8(४)--8(0)| ऊपरी सीमा हो तो 


|/< | | क [6 5, 2, | (800|-॥8(0)) # 





+||, # 70, 5, क | [00-00 || 





0१ 4) 
०4 [2१(६ ७0) हल 2 
| थीं [#6 80) ५ हु हे हो हु 
/7(6 , .$)] ' 
<«|७५७7१--] | +-2४ | ७४७ . -- (8: 508] 





ग्रत: 2550, क्‍योंकि «८ काल्पनिक है। अ्रत: ७-0 
पर ४/(७) 5०॥77(--७ +७५)|(0--)--४०(0० --) 
9००२ ९) &--20 +- 
("2 4,/2- 0 


श्रागे भी विचार करने पर 
धर 3० | हित के | 80 %-8(०) 0-४४) 
+ [5 [| कह8॥ 000-#0०)] | 


६-50 दिया होने पर हम ऐसी संख्या “८ जो चाहे जितनी भी बड़ी क्‍यों न हो कि 
|8 (४) --(००) | <# 
ओर, यदि 4८, समस्त धनात्मक ८ के लिये |१(/)-/१(००)| ऊपरी सीमा हो तो 


कु | हर (#क् पा [+28, 0 [ह न कदर हि तर कि 





ख््र्च्दि 


90 त्रिलोकी नाथ वर्मा 


#(, ४ 
बढ [--80.5-]--7, | 6-7 (कक -7| 





#4 30 क्योंकि थ काल्पनिक है 
5२0 
६-२३/2-0 ह 


[0४ (8) > [/80)--8(००) (-50870]-0 
8२० ०72५० 


प्रमेध 2 : यदि | 


] 7५05) [? के (रन ४, | डी 
(४)5 6 /(9--£+2) . “कक 272 9 तु 4 | ///2 


०(0)-0० तथा 
() 9-ानह) सी (20४ - ) >> ४ 
(0) #-#+ईैंक03 -+२, “४ --- तथा 
3 (८) 2४ घनात्मक पूर्णाक है 
(8) 2-£07--0 या धनात्मक पूर्णाक “८४४२३ (४४) -0 ग्रथवा 


(८) &--१४७- 5 


के लिये अभिसारी हो तो 
[छा (5)--(--)'7%)! 4 ०(०--)७४४४ ($->0; ४5-२१, 2, ..-) 
4“+>7/32- 
(5) 5--0(७-०) (9->0; ४-5 !, 2, ...). 


उपपत्ति : खंडश: समाकलन करने पर 


न __2(७-+#ान-5)2(०-१४--2) 4 2 27 कर 27-72-- 2 
[0848 | (०) चल  + कुछ-फन डी 7 65490 » 7[#-..# बह हे 8 | ०६ ) ६ 


4-->23/2-0 


साथ ही 


4 ७ [/+/नीई; 7-/४+ ६ . | -8 के /[/+ 56 27 /र४ड, _॥० 
76 | क ही (का आह 5 कलह 0 2, ह -48' 


तथा 


गा कि 2) जे [* कह, (टिका: ब+ ३ _॥8 
०, , 05-0९ कक फाजा 0त 0277 |, ॥। # %। है 5745] ०) ० 


पिछली प्रमेय से उपर्युक्त समाकलन श्रभिसारी होगा । 


भ्रभिसरण प्रमेय तथा सार्वीकृत स्टाइल्जे परिवते के उपगामी गुण 94 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


मैं डा० ब्रजमोहन का श्राभारी हूँ जिन्होंने इस शोध पत्र की तैयारी में सहायता पहुँचाई । 


निर्देश 
. एडंल्यी ए० तथा श्रतक््य । साइमढाण वफ़बा8इटटएपेट्माओ ग्रतग८७०0०05, भाग 7! | 
953, 
2. वर्मा, श्रार० एस० । प्रोसी० नेश» एके० साइंस (इंडिया), !95व. 
3, वबिडर, डी० वी० । परता6 7,०0॥9०6 ६7०7४077, प्रिसदन, 946 


6 


४ [3॥]3 ?9753व 0 /॥0७४537॥0॥3॥ ?3:॥/|[८9 
४०!. ।2, ४० 2, /97॥ 969, ?०४८५ 93-97 


गोलाकार पृष्ठ पर विभव तथा माइजर का 5-फलन 
एस० डो० बाजपेयो 
प्रयुक्त गणित विभाग, श्री जी० एस० टेकक्‍्नालाजिकल इंस्टीच्यूट, इंदौर 


[ प्राप्त--अगस्त !4, 7967 ] 


सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में किसी गोलाकार पृष्ठ के परिवृत्त विभव सम्बन्धी प्रइन को हल करने के लिये 
माइजर के ०-फलन का व्यवहार किया गया है और यह दिखाया गया है कि किस प्रकार माइजर के 
€-फलन का उपयोग प्रयुक्त गणित के प्रश्नों के हल के लिये उपयोगी सिद्ध हो सकता है। 


39578 ८: 


पु'ह९ एए०(०ाएंनों बॉं0फ५0 > 5फ्राशलंटन) ड्य्ा३0९९ नये शीश ु०ए?ड (रन्‍्फििएतंका, 2) 
8. 9. फष्यएगं, 2ल०702०एफ्ल्यशा: ० 5एआव्त ऐवबरात्रल्याबां083, 50. 0७. 5. ॥'४०ााठ6ट्टांटथ)] 
[शाप ॥70076. 


एक 5 एथुएथए घर 2ए6 ढयएा0एवत जलां]९०४ एं-पिएटए07 ६0 8078 8 970फील्0 67 
४76 90(०णापगेी ब०0पा 9 #ए976्मटद 5प्ा०९ बाते 3097 प0छ ैलॉ]७-४ ढ -पिएा0ठत प्रावए 06 
लिप्एत एड८तपिो 79 80]ए78 ०९एद्लंए 97007]6%28 6 णर्जी €त ऋरांटागद्वां708. 


!. विभव सिद्धान्त (700८०४७| ६6००7ए) में माइजर के ०”-फलन के उपयोग के लिये उदाहरण 
स्वरूप हम गोलाकर पृष्ठ के परिवृत विभव ज्ञात करने के प्रइत पर विचार करेंगे । 


माना कि गोलाकार पृष्ठ पर वेशुत विभव / 5-४0), ज्ञात रूप से वितरित है जिसमें ?+ ९3 0 
गोलाकार निर्देशांक हैं जिनका मूलबिन्द गोले के केन्द्र में है। यह मानते हुये कि दिक्‌ में समस्त बिन्दुश्नों पर 
जो पृष्ठ के श्रन्दर तथा बाहर हैं, आवेशरहित हैं विभव का निश्चयन करना है | यह स्पष्टतया £ से मुक्त 
होगा अतः इसे लेपलास समीकरण में गोलाकार निर्देशांकों में निम्नांकित दशा की तुष्टि करनी होगी : 


0£ 7) ] 09/. ८०१7४ 
/ /;2 (# उंच 8 90 (झं। 6 66 )5०. (॥") 
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7(%, 6) विभव को अपने द्वितीय कोटिक व्युत्पन्नों सहित प्रत्येक क्षेत्र में, जिसमें पृष्ठ का बिन्दु 
स्थित न हो, शतत होना होगा तथा पृष्ठ से श्रनन्त दूरी के बिन्दुओं पर लोप होना होगा । श्रतः सीमा 


प्रतिबन्ध निम्नांकित प्रकार होंगे : 
[/गा 7+, 6)--7 (6) (0<0< +#)५ (]*2) 
7-20 


जहाँ ० गोलाकार पृष्ठ की त्रिज्या है तथा 
एस 79, 0) --0. (-8) 
रे ५० 


संक्षेपण की दृष्टि से 6, ..., ... < के लिये ७», » धनात्मक पूर्णंसंख्या के लिए तथा 


4 0 
“7 , ७ प्राचलों के समुच्चय के लिये संकेत / (8, ०) का प्रयोग हुआ है। 


रे 





8 9 
प्रस्तुत शोध पत्र में हम 
पा 44 तले 7723 77 ॥! $ 4५ 
4 (9) --४॥ 47-46 (०५, ४ (८ 8770 4९0 ४) न (।*“4) 
तथा 
27 (09) ८ (।--८०६ 6) 6,, (८ ]--८०४$ 6) 0 है (।'85) 
पर विचार करेंगे । द 
उपपत्तियों में निम्नांकित सूत्रों की आवश्यकता पड़ेगी :-- 
| 87 27-7872,, (208 0) ७ (८ 87 40 6 2. 40 (-6) 
0 ५ 
का 077 हा !:-+-2 ( | & (9, [--०), /& (0, [---०) 6 ) 
4१ (५ (0,---०--३०), (9, 7--० -+- ३०) 


न 7! 2-9 7! -9) 27740, ६+20 
४ 


जहाँ 2(#म-+2) 2? -+4, | शाह ४[|[<(७--॥--२#-२ 4) 7, ४ (०--०9०,)->0, #5"-5१, 2, ..., %॥, जो 
[!, (2.)] से निकलता है। 


|! 87 6 ([--००४ 0)7/,, (००४ 0) [6 (८ --008 0) ९ ) 40 (-7) 
हा 22 2 7-0 ह ( 2 (0 -7०)9 4५, 22 (0 --०) 
0. 27740: 4+4 ८(9, ४-०), १५, 0 (9, ----०-») 


जहाँ 2(छौ7) 2-4, | आड्ट ८ [<(७--४-3#-३49)%, ४ (०-98) >0, 75"-], 2, ..., ४2, जो 
[4, 98, (3.2)] से प्राप्त होगा । 


गोलाकार पृष्ठ पर विभव तथा माइजर का ७-फलन 93 


3] 2 
| आए 07,००४ 0)१ ४6 ऋतु» (-8) 
जो [४, 70. 277, (8)| से मिलता है। 
४7 607, (208 0)/,, (208 0) ८४0--0, यदि 7702577, (-9) 


जो [3, 7. 277, (4)] से निकलता है । 
2. गोले के अन्दर बिन्दुओं से सम्बन्धित प्रइन का हल 


जिन हलों को सम्पन्न करना है वे हैं : 





7७ 0७६ 2, “५75 (6) न्ल्क पक ही 
; हि !' | रे हा 7 पा, | हज ओ 3.0) ) (£'4) 
7७0० पर है “रा (९) >,(००४० 
पे की (2 ८ ः कक, हा 26 28 ) (2-2) 


जहाँ 20-+8) >>? +4, | श्यट्ट ८ [< (8--7-76#--249) 7, #<€6, 2४ (०-- 08;) >0, 75--, 2, ......, १४ 
उपपत्ति : प्रश्त का जेसा हल [2, ?- 98] में दिया है 
720, 0) -- ि 8,४77, (००5 0) (#<<०), (2-3) 
यदि 75-५५ तो (:4), के आधार प्र 


४ 773 7 है ध् 60 
877 £ 7770०, मर (८ 87 40 6 | हा नल गत 8,५7४ (205 0) (0<0<_ न). (2*4) 
५ न 


(24) में दोनों ओर 7 02', (००5 6) से गुणा करने पर तथा 0 से »# तक 8 के प्रति समाकलित 
करने पर 
| 87) 277760,, (८05 0) ० (८ 87 406 | ४“) 40 
0 


्ः 8,07४ ।ध 877 02,, (205 0) ,.(००5 0) ४0. (2-5) 
न्न्तं ० 


(-6), (7*8) तथा (-9) को प्रयुक्त करने पर 


96 एस० डी० बाजपेयी 





॥ 4 


(29 -- ]) 6 शा+-40 ( /(6, ॥। --०), / (5, | --०) » ८५ ) । 
206» न) हे 87803 4+29 ५ £ 0५ (09, -7-०-०/2), ७ (9, --०--४/2) 


(2.6) 
जहाँ 2(78 --॥४) 7-4 | व ध्ट | < (॥४--१॥४-- उ7-- अ4) ग$ 2 (०--0“;) >0, 75-7५ 2. «००३१ 7770 


अरब (23) तथा (26) की सहायता से (2.7) हल तुरन्त निकल आता है । 


इसी प्रकार (52) हल भी (:6) के स्थान पर (:7) का उपयोग करने पर प्राप्त किया जा 
सकता है । क्‍ 


3. गोले से बाहर बिन्दुओं वाले प्रश्न के हल 


जिन हलों की प्राप्ति करनी है वे हैं ; 








7 8 का) एम 2,०००. 
प्र 0) हे १-0 ९2 | ह 7! है 2 रा है दर) 
नल | “दब | 
के 3 
75 77+ 40 8 (0, हल्ला) 0, 4. “0 )9 22 3: 
कर ०५५४४, ५+20 । 4५ ८) (0 -7०0-- ३४), (0 4--० +- ..0)) ट ( हे 
2०+7 ७» (2/४--] का 
209, 0) <- आता ( +/. (००५ 0) 
४7+0 9 #+०0 | 4४ (0, --०), ०५, /४५ (9, --०) के 
988... .३६ (2 हक मे कक कल , (3-9) 


जहाँ 2(४४--7४)->/#-4, | थ्ाष्ट ८ [< (%॥--४-- 3 / )ग+9 720, ४ (०-- 02;)->20, /- 4, 2, ..., #; 
उपपत्ति : इस प्रइन का हल [2, 7. 985, (6)] भें दिये गये हल के समान है : 
ग् चल (/+7 ९ 
(”, 0) कल मद पा 2 ५(००७ 8) (#:>0). (3*8) 
यदि 7५, तो (१.4) के बल पर 


अं १०-१6०० / (< भंछ १९३/ ४ )- 3 ए 7658 9) (0<0<४).. (3-4) 
॥ रर 5 


(3.4) में दोनों ओर आं॥ 62, (००४४) द्वारा गुणा करने पर तथा 0 से # तक 6 


के प्रति समाकलित करने 
पर और तब (]:6), (:8) तथा (-9) का उपयोग करने पर 


गोलाकार पृष्ठ पर विभव तथा! माइजर का 6-फलन 397 


7(27-- ) कक ( ८0 (0, --०)3 /५ (9, --०)9५% ] 
2८, 7) (7403 (+2० 


6५५ (0 0 379) ८६ (0, [-- ०्न- 57) 
(७-5) 
जहाँ 2(#४ +70) >>2-+% | था्ट ८ | < (& 8-३8 -- ई4) ग५ री४ (०-०१) >>0, 75--, 2, ..., १४ 


2 


(3') हल (33) तथा (3-5) से प्राप्त होगा । 
इसी प्रकार (39:2) हल (7) के उपयोग द्वारा प्राप्त किया जा सकता है । 


प्राचलों के विशिष्टीकरण द्वारा ४-फलन को बेसेल फलनों, लेगेण्ड़ फलनों तथा श्न्य उच्चतर 
प्रभीजीय फलनों [3 9. 434-444] में परिवर्तित किया जा सकता है। अतः (:4) तथा (-8) में दिये गये 
2९0) सामान्य झ्राचरण वाले हैं भ्रतः वे अनेक रोचक दशाओं को समाविष्ट कर सकते हैं । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० वी० एम० भिसे का आभारी है, जिन्होंने इस शोध पत्र के लेखन में सहायता पहुँचाई । 
लेखक प्रिसिपल डा० एस० एम० दास गुप्ता का भी आभारी है जिनके द्वारा प्रदत्त सुविधाश्रों का लेखक 
ने उपयोग किया । 


निर्देश 

.  बाजपेयी, एस० डी०। प्रोसी ० नेश० इंस्टी० सांइस (इंडिया) में प्रकाशनार्थ 
स्वीकृत । 

2, चचिल, आर० वी०॥। छएठप्लंदाए $6्णेट8ड बात. डै0प्ावेब-एए. एव: 
777009]8775, समेकग्राहिल, न्यूयार्क, 942. 

3, एडल्यी, ए० । प्‌'६0]65 04 [706878)|. '727807775, भाग 2, 
मेकग्राहिल, न्‍्यूयार्क, 954. 

4. सक्सेना, श्रार० के० । जन ० इण्डियन मेथ० सोसा०, 964, 28 (3-4), 


]97-202 


४ व]73753 7?3745] 9 त 


:५7775 8760| 30 7?93067[६५ 
विज्ञान परिषद अनुसन्धान पत्रिका 
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॥॥6 २ि७5९३।/८ |007/॥3| 0 (॥6 |+79 5८९॥८९८ “९८३० ८७९॥॥५ 
री][ाआ३ रि्रांआव, वीठता ॥ा॥ ००4, #3373व, ॥0॥9. 
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भाग 2 जुलाई 4969 संख्या 3 
विषय-सूची 

. दो सार्वीकृत हाइपरज्यासितीय बहुपदियों मग्िलाल शाह 99 
के गुणनफल के व्युत्पन्न 

42,  लपलास तथा हैंकेल परिवर्तों का एक डी० सो० गोखरू 4] 
गुणधर्मे 

3. ग्रात्म व्युत्कम फलनों से सम्बन्धित श्रो० पी० शर्मा ]]5 
कतिपय प्रमेय 

4. लेग्रेग्ड फलनों से सम्बन्धित कतिपय श्रनन्‍्त. आर० एस० जौहरी [2] 
समाकल द 

5. परागोलीय बहुपदियों का सार्वोकरण भेरो नाथ ]25 


0. गास का हाइपरज्यामितीय फलन भाग-3 के० सी० गुप्ता 33 


४ [7373 ?375306 /&7053॥0[937 ?3६॥7[9 
४०. 2, ४०. 3, |७।७५ [969, 79865 99-09 


दो सा्वोकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदियों के गुणनफल के व्युत्पन्न 
मणिलाल शाह 
गणित विभाग, पी० एस० बी० जी० कालेज, इन्दोर 
[ प्राप्त--नवम्बर 8, 967 ] 
सारांश 


दो सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदियों के गुणनफल के व्युत्पन्नों को प्राप्त किया गया है जिसमें 
बहुपदी की परिभाषा निम्नांकित प्रकार से की गई हैं : 


0 (8, -72) . 6.. .... 4 
फा रा त् 5 की] है । हि नि 
॥ट) चत्  ए07 | । 8, | ;' ४; दर | 
कई विशिष्ट दशायें भी दी गई हैं । 
-.. 395#79.0४ 


(>छ फट दचेसलॉए9(ए2ट25 ०7 ६9९ छरण०तेंपटई ० ६छए० छुडछ९७०७७८० #992९7८8छ९०४७६६४०१८ 


एणेरम्ण्फ्ांबाड,. 89 शिवाय] 50909, ॥22९०2०४९०४ छत १०४९४ ०८०८४, 0.0/.8.(5. (4068८, 
[70076. 


एछल्लए्ब्राएट8 0 6 9709८ ्ी ४ए० 8९7४००वोंडटत ॥996९78९०767९८ 90प्760फां98 99९ 
9९९४ 069्ंगर्त॑ 9ए तढदीशांम2 (४९ 90ज0777 2 288 


/7 (2) -- ७८९० -7)77 आह (0, --72)५ क «००३७ हा ; /«« |. 


(09 396९० ९३४८३ 08०6९ 27767७ 


3. भूमिका : लाम्बिक बहुपदियों के व्युत्पन्नों का अ्ध्ययन' क्राल+/ द्वारा तथा अ्रभी हालही 
में चटर्जी और खंडेकर* द्वारा किया गया है। प्रस्तुत शोध पत्र में दो सार्वीक्ृत हाइपरज्यामितीय 
बहुपदियों के गुणफल के व्युत्पन्न प्राप्त क्ये गये हैं। प्राचलों के विशिष्टीकरण द्वारा कई ज्ञात श्रौर 
ग्रज्ञात फल प्राप्त किये गये हैं । 


संक्षेपण एवं लेखन में सुविधा की दृष्टि से हम निम्तांकित संकुचित संकेतन का व्यवहार करेंगे । 
तय, 


मणिलाल शाह 


00 
6/ | 
प्र फ् | (८५) [६ री 
सन ॥.ी 0 कस 
4(४) 57% न ) /8.). |! 
। 
फलतः (५५). की /7(७/), के रूप में व्याख्या की जावेगी और इसी प्रकार (०५). को । 
कि 
हमने सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदी 
8 4 ( ह्न) (6/);/४/ 2८(0-7)8+67 
८ (0५ “-72) , 6५ ५2 2न- हीं 0 
का (6,२४१ ०7) ५ «हर के ० 5 अवनदकार 7 ॥ गज आक 
('4), 
के द्वारा पारिभाषित किया है जिसमें 
2 बह 


/ (0, --/) द्वारा &प्राचल की अ्रभिव्यक्ति हुई है 


धन पूर्णाक हैं । 
2. सर्वप्रथम हम एकाकी सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदी के व्युत्पन्नों को प्राप्त करगे क्योंवि 
आगे इनकी आवश्यकता पड़ेगी । (+4) के दोनों ओर को < के प्रति £ बार श्रवकलित करने पर 





( 90) [0720 सा न (0, --7), 4५ । » |) 
४ 68५ | 
पा हर ॥४--०४ 
गा ॥ द् कै (६५) +4४ ४ ((9--3 )४४-+- ८४ -+ 4 ) 
2 0 |; न 
न छत /पएह-7फफ़ाकाफागा 77 (2") 
0<:/#<€& 


+३ 
॥ 
पड 


प्राप्त होगा । 
विभिन्न ज्ञात बहुपदियों के हाइपरज्यामितीय रूपों पर ध्यान देने से हमें (2'4) की तीन विशिष्ट 


दशाएं प्राप्त होंगी : 
() 9-»2 तथा ० के धन पूर्णाक होने पर, («),६८« ध्फ् ( रस हे ] ४ सम्बन्ध को गामा फलनों 
> 


के लिये प्रयुक्त करने पर 
५ । 0-१)॥ शत ८ (0, 72), 
(22) “2-०० /+३7 | 8५ “*]| 
(0--4) 5 ८ (0, “ 2), / (८, (0--4)#-- ]), ८ 
(0 4 )॥--/६ 2, /+8+6 व+6 | ८५ (०, ( जा, । (४3४९ ] 
(22), 


प्राप्त होगा । 


दो सार्वक्त हाइपरज्यामितीय बहुपदियों के गुणानफल के व्यत्पन्न 0] 


(7) यदि 8--०७-, तथा ? को #+-# द्वारा प्रतिस्थापित करते हुये एवं (०),,७८-(०)॥(०--#), 
सम्बन्ध का प्रयोग करने पर 


/ शी 
(& ० १०] 


---7/ [(ध /; 72 /: / 
ल्ल्य 2०८ (2 # | 8 का 3 (७०४ | 0<#<#, 





(23) की विशिष्ट दशायें अनुभाग 4 में प्राप्त की गई हैं । 


(0) यदि ०८-०/ जहाँ ४ घन पूर्णाक है, 822 तथा “5. “ ) _. (7) 
४ ( 7 ॥ (७) कि] 





[; ( (#/ ट >>, भें 
(वक्त की या क ; हे सम्बन्धों का उपयोग करने पर 
| 


4१४ का 0, --४), ८५ । 
(>%) [8४-०४ । | 2६ )3 ह ; एक | 


__ (० नयश्ध (8-.)॥-नॉ: ए | (0, --/ ), /0 (८, -- (9 -- 4)2 --/) 2५ हु 
८ फ्छ [%#-+# | * 4 ! +0467< (+८* ग (८ पा (8--)9), 7, 0 | 
(24) 


(24) की विशिष्ट दशायें अनुभाग 4-] में प्राप्त की गई हैं । 


3. इस अनुभाग में दो सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदियों के गृुणनफल के व्युत्पन्नों की 
स्थापना की जावेगी । 


हम जानते हैं कि 
77, (४27, (४) ८८८,१८/( 0 **,) 7) (+8 4 हक (0५ --72), रे [लक किलर गो (१ “278 ) 2 “ 
५ 
(3"]) 


(3-) में किसी गुरानफल के £/ व्युत्पन्न के लिये लीबनिटज के नियम का सम्प्रयोग करने पर 
८१४ कल 
(2) | [४-०४ 5 का ् (0 /2), 4 ; | [80-०० न (१, --772) , न ; "४० |] 
रच 


6, 


“की [हु ०१५० 
कील ७0 7०४०), ७० 
0८ 8, 


0</#<€#%8. 
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हम (8:2) की निम्तांकित चार विशिष्ट दशाओं पर विचार करंगे : 


(6) यदि 892, #>>22, ८, 4 धन पूर्णाक हों तो (2-2) की सहायता से 


न 0 20) आम 


(0--)2 ' (0 -)#+ (१/-व)#/- 0 )7(- (१-- )72/ 
((8--)8--/) का रा ((9--] )॥--# + ॥+ 


न, -“0+ 2०% (0-77)8+)2 % ; 
2 # -8+८ (+८ / 0 (८ (8--])8-#--#7-+-) १५ 


(000१8) ८ (4, (१--7)77--4), 2 ४] 


>< कमी ++4 ८ (4, (॥-)%-/-+-), ०7५ 


(3-8) 


(४) यदि 8--%८5, 6554८८३,॥ तो (2:89) के फल का व्यवहार करते हुये 


9 88| ८ कक 2! ) 
(4४) | गो रा 3 (४ ) कर ४ ( ! ) )७) || 


._ 6, , शत 27ए 70/(00/7 
बे है 0५) ६-#(०४) !। 


# /--7, 4&#-# --7/ -- 7, /2/+-7 
| नै 79 4७ | रण 220 
>% #+पर्ण 4 हग कील (प] ०७न 
(3*4) 
(7) यदि ८०-८४, ४-5-४, जहाँ ४, “ घन एणॉक हों, "४ »>2 तथा (2%$) की 
सहायता से 


(&) मर फ् 0५ (0, +-7), 6८ , “-72), 
2) दि 4)7॥ | ( हि 0 हा] 7 4)॥/7 | पे (१ ) हे ; । |] 


__ (9-7)7* (8-3) बल न 
हु 277 + अं 0 हा अत 





मु (0, --£), ४067५ --(0--)# -//--7) 6/ ४ /*“ | 


८ (० “,-- (9--)7) , 0५ 


पर / | ८५(%, --77) , ८5 6, ः (१-- 72-- 9 7६ >हों। 
2५ जताई उक्त | 0 हक | हा हट 0 ४ | 5 (3"6) 


दो सार्वीक्ृत हाइपरज्यामितीय बहुपदियों के गुणनफल व्युत्पन्न 03 
(4ए) यदि 8--८७-, १52, ८---4' जहाँ ४ बनात्मक हैं और ४-2, तो (2-3) तथा (2-4) 
की सहायता से 
“577 -ै- | 


4१; फ/तकक क का आल 
(2 ला मम | 


0५ 





5 2. , (7 727(758-6%)६-॥ (०7० ४३७ए 7 


लत (0५) [६ ) 
प्र अच्टिन30 | कै 30857 हे “9-7. --१४--/--7 । 
24 (१+ ३ ६ ( रा हे ) पल ९) £ ० 9 2६ : ० ०) 
6, --- 


6५ 


'(8"4) 
स्पष्टतः ॥४००0 था 250, रखने पर सम्बन्ध (33), (84), (35) सम्बन्ध (22), (23), (24) 


में बदल' जाते हैं । 
4... इस श्रनुभाग में हम (84 की विशिष्ट दशाओ्रों पर विचार करगे। 
(८) यदि ०नू४ | «-+ी न , 8,ल्‍5] | ०, 09 है; ।ध्त्तव, 
खिड शान १० 8- 4, तातत!+१५ 7३४३३) शेसल , 


६] | ०) ॥ | | है ) ० जे 
72] 9४] से गुणा करन पर 


4.7 (०५.3)2/9., ,.... ० (१५१)/ ७७) *-+ 2 
(# | गा )3 (४ 9 रा : *) 95 9 20 ; )| 
१ / 40 जि धर ही] ली] ७५ 


(--४)/-+ (७० ०१ न)/ .+ //(०))/-+( ४) (है -१- 9 न 7)> २7 (9])/ 


([--०)-+(३)॥-७ ४ (2|)॥-+( | +०)१(३)# ४४ (०॥) 


ग्रौर दोनों श्रोर 


(] ->6)#+ हा, )॥7 | (८) 


| 
7 77 इज 


325 ( --॥--7--१, 7--०--/ -+ | +--१, 49- ६-१५ --.+ %-+ ६-7 ») 
38 | |. ०-०१, ०-१५ 03-/-2, --., 2(-४--१ 


प “जा -7, 28-१५ --० न" 7५ 227, -०३ 27 
हट (कवर्डी ४ ! रे 
]+०१न-१, ईनीर ०३-५-०७ 7४7१ 


9 श्र कक .। 


अं हा 5) हा ६ 26 ् अं ] सार्वीकृत सिस्टर सेलीन की बहुपदी [5, ०५०. (22)] है । 
९ 
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जब ४४--0 तो (4-) 


धं (९६ 3) ८., -..$ 5५ | 
(<&६) री हे (४४ हक, *)| 


ही, 
2 
--)5(४-- ७-- 8-- ] : 4 (६;) |: 
52३ लक हो. ज2 (४ (८+/,/0+/2) /६५ --/ ८#--# ] 
२ ४9४४ ४9282 _: हा --/5, 47 


धू 


(42) 
में परिणत हो जावेगा । 


() (#'4) में ४८८४-४3, 0५७०३, 2४55० तथा ०४८० रखने पर 
८४ ((०,)/६,, ..., ८ (१! 
(0 (82 78४०) हे "७, ० *] 


"9 20 


#4 
( ४) -, (7४ “८ न )+- ही (८, 0 (--78), (82--% +-9-- 7 )+ (०) / 


निलनलन सम नननम तनमन +नननन-न> नमन सन मनन न ++ 3 नननन++ ++++०+-++++०-२२२५. 574 


गा 6 2, दर (000 कक शक: 


(] -+०)#(7 १) 5८) 


५ कर अं आ ४-०+/8-+-7 -#-- », 6, - £--+ 4/-- --# ) 
34335 |--०--/(/--9, २- £-- #, 8. -- £ -- + (7-१ 


५, हम ४2 --9--०--7--१, ०-+ ? ] 
!--»--?०, ०--» 
(३+०) 
जहा ४2५ (// ००») सार्वीक्षत राइस की बहुपदी है | यदि 5-0, तो (43) ज्ञात फल [$, 9. 59 
८५०. (5-2)] में परिणत हो जाता है। 


(4'3) 


() (4]) में 77४७-१९, ०५-२7, रखने पर 
(क) [67 (हि का) हर त-क) 


2 
(--7) (१४ ० --/+-)&-+ (4)) |... 7४8), (%-- » -- 0 +- )/ 
(7 +-०)४(4--%) रत है हा हि 
7४ 2॥! 77777 ऊिञननननम््म्ू्ट्ा््ॉआ-णाआणआणइइइधथपधपभपभ५»५-+-+++++ ४७७४४ ७४छ2७४७७४७2७४-७#७7 
( हज 2 ६ ) # ( ) ० [.. -%)+ 


फ् “772 4 //-- # ४--०--/)+-]--/ ---+, 6, -- £-./. . 40 -- #/--7 
2 #+त कह 7, शजी5--?, 2/--#--/, .. 4 पी 7-३ *) 


५ का (हहनर, &--9+-0-- +#. | 
कि | 4 ” *) कल) 
()/, 9) 


जहाँ 2,, (») जेकोबी बहुपदी है। 


दो सार्वीक्ृत हाइपरज्यामितीय बहुपदियों के गुणनफल के व्यूत्पन्न 05 


५. [०४४ किस 
यदि ४-0 श्लौर » को --5- ढारा प्रतिस्थापित कर तो ज्ञात फल [6, 9. 263, ८१७. (3) |] 


प्राप्त होगा । 
(8) (4-) में /--७-50, /-2, 35-53, ०५८5२, ०३८८१, मानने पर 
4 | .(०582/८,, .... ० रु 
(६) रे न 8५ « 2७०) | 


2 
(६ ्ा ४) शा (१४ तर हा ) (7-7 र (6,) ६०7 ( हा ४) / (१४ ला ) /' 
__ | +०)४ डा पर मा | शत 


११ | - ता गा हि 
(+०४ (३ / 77 ७)&-०0)+0): 








फ् “2- 6--/, ॥+-०+-/)-- ] -| -- 9, 6,--/6--२, .... 5-२, 
ट 847४ 4 [ [--०----१, ३ 4---/, 0६ -| 6--१, .... 0५-६४ ४) 


7 ५ न7, 8 ने /+$ मा 
ध्क  म कह नह ४! मे 


जहाँ <#(») बेटमेन का बहुपदी है। 


यदि ४0 तो ($'35) 


' दें ॥ (--)4(७ --)//#/ फॉर 4 6, 77 --/--] 6 
(23) (00 | चज् ॥&[ है! । 2 ः ) (4'0) 
में परिणत हो जावेगा । 


(9) (34) में /-50, 4-७], 955] -+०) /«न्त, ८-0, 355], ०745६] + %, टैल्‍+३, रखने 


गें ] ५४% ॥|। ॥ न ०. ह 
पर श्रौर दोनों और पक से गुणा करने पर (+7) की प्राप्ति होगी । 


4)४॥ _ (6) (१) ]--०), (]--%)+» गर -४2).._,(- १४), 
( ८५ ) | या (4) 2, (४) उ॑ कल का ही जन (772) ६-2 )+ 


दे तक ० न) 


7 


का “+ न -? $ एहाार , ] "प्‌ 
3 निरक प ही रण] न -+# 7 ४ |. (47) 
यदि ?४5-0, तो यह 
(८++:) 


(60) [20 (0|-(-7 ६८५ (४. (4-8) 


में परिणत हो जाता है जो पुनः ज्ञात फल' [(5), 0.206] का रूप घारण करता है यदि #--२ 
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(८) (3-4) में 2 5२, 4750, 4 | +२१४--4-- , #च--॥ 3 (हक । 0 2] 5577 -|- ४! न 


|| 
गा के रखने पर 


(&; ७५ ५, 0) %#(%, ४, 8) | 


| दूत हे न ४/( >++ | 7 
चने » (६,(- 2)॥-/(/- 4--)६-./ (४0), (४४-- -- ]) रू के / । जु ) 
#न्त्त 


जल 


दि 2 ह 


८ ( 8--३7, #-4- -न-#+# ) फ् कप ४४ + जा न-ह2 ») 

2 क्र 9“ 0 2? एे 
(4.9) 
जहाँ (४, ०, 2) सार्वीक्षत बेसेल बहुपदी है। यदि ४50०, तो यह ज्ञात फल [3, 9. 244, 


८५०. (36)। में परिणत हो जाता है । 


34.. इस अनुभाग में (35) की विशिष्ट दशाओं का उल्लेख किया जावेगा यदि 9-52, ११०2, 
6 ५-- (८ -- कप 


(4) यदि #+5], (5०2, 4 5२३/--/), 85%, 9५5८!--.--%, /४55 ,/5-] , 855०, 2769-7४, 
48 //, (8) मु (8 ) गा 


0.9, ०५757-.2-२%, &5८-7 तथा दोनों ओर ४7! ४7! 


से गणा किया जाय तो 


हे / | #00 १9; *) फि(#, 9 ; ») | 





2४४77 (8) , (8), अपिकओ उ० हे (--)7/(--#४) , 
१7 77--# »-6 7. (#--6+--4 ), 


फ् “--72-7-/# --#--/--/ + ! एम (4 2 / पीला 7 कहर & 
2६ 3४४ ॥ 24 5 हा 3: कक 2) 3 | ठ रा 2 रजत नम 3 -+ ) 
न करा 42 ++ ते 9 








9 ब-)ी-! जे >, --.8--%४ डा 
(4"0) 
जहाँ “०५(8, १; ») बेडीण्ट बहुपदी है । 
जब १४-०५, तो 
/ 4५ 9#( दो: हा --78 +/6 --# न /: -] 
(द्) [&8,(8, १ 4) | सा कप ५ । 7 ॥2/ १ 2 गा द्ाथ ) 
१, 4--/2--४ ५ 


(4]) 


दो सार्वक्षित हाइपरज्यामितीय बहुपदियों के गुणनफलन के व्युत्पन्न 07 


(8) 2770574, /7२- 7) ८77४0, १5- रखने पर तथा दोनों प्रोर ?#४ द्वारा गुणा 


करने से 
व 27+797 |! | [| 87: 
(>) । 77%(%) :% (2) | क-- बताातह 4 (६५ लय मल कि का हि ई 
/ 
--77--/-- # “78 0/६-८/ ले) “78 --# --/४--7-- | 
2६ 2 क ः £ हे बा ( “का 2 के ल्) (4 |2) 


जहाँ 7,,(») हर्माइट बहुपदी है । 
जब %४:-0० तो हमें ज्ञात फल [6, 9. 88, ८१४७. (5)] प्राप्त होता है । 


4-2, इस अनुभाग में (3:6) की विशिष्ठ दशाओ्रों पर विचार किया जावेगा । 


(५) यदि 4८, >२४४-- ०-+-/2-+-२ , 9, | - ०५ 8, > ५ ४न्त्ा, ही 3-2, 2] उ्१)--, 


( पक ०) टी (8 77 


०4 75९१9, ०५557 --. --%, »८-।] तथा दोनों श्रोर लग “0 का गुणा किया जाय तो 


दे ५: #%४) ०), ... 4 , ेु 
(२) हे गा 6५ 9 + )#% (2, कि +) | 


(] -+-०.) 27 (8) [ ग्र ( हर ] )”(--१),..., (४ न (7, +/2 +- ). / (6 )॥-/(-- 72) + %07- 
/2 77 37 है। विलय क्‍ 


77! १7! लाकर 
( ०) #-/(82#-# ४ (2): 


दे ही | ७४०७४ अं कलआ 2 हे ९, £--१, 6, --/--१, *९०७ 4/--/--५ | 
कप ६ 4--०--४ -|- /' 3-/7--- /, 8, -|-#--#, रे 8५ | #--+ ४ *) 
“ा72+-7 -“+॥३--7 रो 
2३ ( 0 सा व की लिन हि ] (4-3) 
32, ।--.-./४ 2 


(०) 25750, 0-८, 8, 5-० | -|- ०, जल 5 (<-], पं ल्ू2, 2 _्8)9--०, ०,759, 


(६ | -- ०) हट (.) /॥7 


०५7०१--8-%, रखने पर तथा दोनों श्रोर » से गुणा करने पर 


72 272| 
रे ( --0)॥27(.0),, (-- )6(--2)/.., (-- #) + हा? 
(<&,) [2,, (»%) “,, (.8, हि ४) | जज औआाका, ५ (त॒ दत ९) / 


--72 +-/---/' हु “ाह४ टी --॥7--7-- 7 
( -+० नीम १ 2 5 2 ३५ हे ५-2)" (4 4) 
9 » (-----१॥ 


2 42 
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(0) #>], 45८0, &55४+४-!, तत--/6, 5], इचच2, शक प्यत्द 
(8) 





०,5--2-%, )>८८!, होने पर तथा दोनों ओर से गुणा करने पर 


90) (8 ) के 


रथ १८ ्य | ॥0-7 ( आप 
(#) [2०९४५ 6, 9) 0, (0, 9; ») | हर जल !) कर 5) ४772 * [ ओ 


फ --7१--/४-- #,८ है - | -+- /6--/ ] 
50 आय ;- 5#*) 


के सह | वी लआ (3 व /आ के दी 
भी हे 2 हम दर ) 

2) 2 ० ८८८ ः 
(4) (8-6) में ०.-४-+०-+-+7, 857+०, 5०३५. ४603, ्व४क्‍त0, वैच्तण 


होने पर तथा दोनों ओर “772” 


(0 [0 ($९ “7 275) 800) ] 


2? 
(-)7(-४;॥७ न ब्न॑टी +2&द४ (०0४४: हमेट का? 
हि ््य 


से गुणा करने पर 


[-+-०)॥थ” £ ८ 
5-55 ( रे 8 72 हे (2 । 
है हे 


ह। 


९ 
(।--०) /-/$28-ह (0 ,)/-+ 


3३8 कक #, 8+ ०--/१--१ - #--7, 6५9- 6--#, ..., 4७ - 6-१ ) 
2+] ] - ०--#-१, ई-+#--2, 88-#-/, ..... 04-/- 


व कल यज ) (4-6) 
(2) (3:6) में 6-0, 45०], 8,5-]- ०, |८उ57, /--05-८४, ४5८--१, होने पर आथौर 
हे ] 27 ५ 
दोनों ओर " से ल से गुणा करने पर 
४ ([+ब्जेट है 0, (-])7(-0॥/(--०)/ ४४7 
है |; (7 4 
(28) | ४ 0 मिक४) | ब (| -7०)/-+ 


व, 6 व “72 --7 “२४ --/ -- 7 ८४ 
जिला 27 ६ कक जाके पक, 
१3--०--/४--१ 
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(6) (8-6) में /+, 45८0, ८६ 5-५ |१४-- | (६-६ -- [/0, /-४--0, »5०--१, होने पर और 


दोनों श्रोर 2” से गुणा करने पर 


्धं | (६ भर ० ल । 
(; ) [१४ (४, 4, ०) 7 (»%) | चतटी॥ 2 60... (-77)7(--४)/-.. (६ --7६-- ] )/- ्फि (-- 90) /&गा? 
हम १ नी हि 


जा ह 


6 





ट् औ --//--7, 6--॥-- ] +//--? ला ॥। ) हि (पट -“78-:7--! , 


ढु 0 पसआजआ  . ध ] 7077 
(4. 8) 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० वी० एम० भिसे, जी० एस० टी० आई०, इन्दौर का श्राभारी है जिन्होंने इस शोध 


पत्र की तेयारी में निदशन किया । 


निर्देश 
क्राल, एच० एल० । बुले० श्रमे० मेंथ ० सोसा०, 936, 42, 423-428. 
वही । वही, पृ० 867-870. 
चटर्जी, एस० के० । क्वार्ट० जने० मैथ> श्राक्सफोर्ड, /003,44, 24-46. 
खंडेकर, पी० आर० । प्रोसी० नेशन० एके० (इंडिया) खंड ४, 964, 
34, 427-62. 
शाह, मणशिलाल । प्रोसी० नेशन० एके० साइंस, (इंडिया), खंड 2, 
967, 37. 
रेनविले, ई० डी० । 806८०] 777000०7७8, मैंकमिलन-कम्पनो, न्यूयार्क 


960, 


४ [7]3703 २०१ 5४9 6 /४॥059॥ 6 ]3॥ 730७ [९०४ 
४०. ।2, ४० 3, |५५ ॥969, 782०६ | ]-4]4 


लेपलास तथा हैंकेल परिवर्तों का एक गुणधर्म 
डो० सी० गोखरू 
गणित विभाग, राजकीय विद्यालय, भीलवाड़ा, राजस्थान 


[ प्राप्त--नवम्बर !4, !967 | 
सारांश 


इस टिप्पणी में लेपलास परिवर्त तथा हैंकेल परिवर्त से सम्बन्धित एक प्रमेय को सिद्ध करते हुये 
उसकी सहायता से एक अनन्त समाकल प्राप्त किया गया है जिसके उपयोग से विशिष्ट दक्शा के रूप में 
/,(४) के लिए एक रोचक समाकल की अभिव्यक्ति हुई है । 


4395(023.0४: 


05% 2 छए-०ए००४9 ० [,एॉ१९९ बणत संब्फॉर] (72957०7ा5.,. 89 72. (४. ५०/॥700, 
[0672७ए7९०४ ता ०४०08, (20ए९०॥7९9०६ (40086, ह॥#]७०/7/०, ि०]2४ ७.7. 


[# 78 700९, 9 (7९07९४7 09 7,9]0[802९8 ए/वा580770 7 ल0ा॥:6] (#७70४070 38 26९७ 
7970ए९वें 800 80 ग्रीणा6 4790687०) ॥98 06९7 ८एकपका6ते 99 खबदंए8 3 ए४८ छताटा शॉ०१5 
था १7:67९४7फ09 पा<दहुएनों 7९ए/९ड5ढ्गाविथ07 6 +।, (४) 38 3 92700प७/७ ००४९. 


4. विषय प्रवेश: फलन ९( 7?) को 
४(४05# | */४/#6) ८ () 


द्वारा पारिभाषित किया जाता है जो £(४) का लेपलास परिवतें कहलाता है। इसमें #&() को मूल 
कहा जाता है । 
हैँकेल परिव्त को 
४७) | (/7)7* 3, (60) #6)%, (2) 
द्वारा भी पारिभाषित किया जाता है। इस शोध पत्र में () तथा (2) को संकेत रूप में क्रमशः 


0(/४) 5६४#(४) तथा ४(/) 5 £(४) द्वारा व्ब्यत्त किया जावेगा । 
(8) 


]2 शं डी० सी० गोखरू 


इस शोध पत्र का उद्देश्य हैँकेल परिवर्त पर एक प्रमेय को सिद्ध करना एवं इस प्रमेय॒ के उपयोग 
से एक अनन्त समाकल को विकसित करना है । दूसरे प्रकार के परिवर््धित बेसेल फलन के लिए भी एक 
रोचक व्यंजक को इसके विशिष्ट दशा के रूप में प्रषप्त किया गया है जो नवीन हो सकता है । 


2. प्रमेय : यदि $(/) 7*/(४) , 
र्पँ 


तथा ४(४) (५४7४० 9, ,(24/) ६0), 


०0 
0 


५/(/) ० !7/4 | (/#? भी ४2) -7/2 6-8/(6+ !“) हा ( तक प्ञ् ) /£(४) 48, (4) 





यदि समाकल अभिसारी हो और |#(४)| को लेपलास परिवर्त तथा [४ /,५ (2५/7)$(४)| के हैंकेल 
परिवते विद्यमान हों तथा “/( ०न-३$)>-0. 
उपपत्ति : 

श्रब ९५४) :5#/(8) , (5) 
तथा [[+ 9. 486 (88)] 


एव) (200 9#(+०)-०४ ८४/४०) 3, [ ० ) (6) 


जहाँ “५०+३$)->0 तथा 0/४):००. 


(2) तथा (6) में क्रियात्मक फलन का पारसिवाल गोल्डस्टीन प्रमेय [3, 9. 08] ब्यवहृत करने 
पर हमें 


| ह73,(०) 3५७५४) 60) 4२ (#+-४0)-/8 6४४२) 9, (छ]क्र)*(0%, 


की प्राप्ति होगी । दोनों श्रोर ८ से गुणा करने पर तथा ७ को # में परिवर्तित करने पर कथित फल की 
प्राप्ति होती है । द 


3. सम्प्रयोग : यदि हम [!, 7. 288 (43)] को लें 
९ (2)77/१? #,५(24//) 
स्‍लेडुट 470 &४-7/2 ४४/»-..,३$, ? (रे ) 


च्न्त्ी ( )3 
जहाँ 2५/):--0०. 


लेपलास तथा हैकेल परिवर्तों का एक गुराधर्म ]3 
ग्रतः [2, 70. 9 (20)| के द्वारा 
672 2, , (5५/) $(४)5०४१7४/१ /,,(25/7) 6, (2५//) 
उ॑.. 20-28 पे [--7-- ३33 + ४ -- 3/] 


9 (शी) 807 2.4 (0१7५ 29 0, “४ 


जहाँ 7(७०--०) 7०० तथा /->0. 


#&6) तथा ४(#) के इन मानों का प्रयोग करने पर 


०० ४2, 2 ॥ 
| ६7/8 -० (68 --82) -7/8 6०7/2 (#-3///7--६४) 3 कप हा // 


॥ 27-54 ७ 7/7 --]9-- 30, )+ ३४-३४ मु 
( 2) 


क ्ज्् 2 2, ४ 2) ०, 3 0,--४ 
प्राप्त होता है, जहाँ 2.४) 0 
(7) की कुछ विशिष्ट रोचक दशायें नीचे दी जा रही हैं :- 
() /#नल4 रखने पर 


० कक “पक 24 री [ 
ऐ [77/2 ((* --#£) 4/2 2-7./2/ (#7+3/7////४+ ४7) 0 हम 8 हे (;) रो 


__7$(]-- 89) 7 2 ( 2 ) 
| आशय 7० "ु) 20७ 3) ७) 


जहाँ. “८(४):0. 
(४) दूसरी ओर यदि हम »5-०+-2 मानें और निम्नांकित सम्बन्ध का उपयोग करे 
4#,..3,9, »(2) तन (7) &(एह ४ ४/5(] 39-७४), 


तो हमें ”»(») के लिये रोचक व्यंजक प्राप्त होता है : 





[8 कप्त बेन ह+)-य] लात फार/कत कक) 
0 52 | 20 


(--]) ०9।43. ” 
जप “का #ह+रि7/8- ७ हे > (9) 


जहाँ “८(2) 0. 


]4. डी० सी० गोखरू 
निदंश 


प'७0]68 ० ॥768एवा. +787807778, भाग ह*, 

मेक ग्राहिल, न्यूयार्क 954. 

2, वही । पु'६०]68 ० [शाटहुएको पिफका४श07078, भाग 77, 
वही, ]9854 

3. गोल्डस्टीन, एस० । प्रोसी० लग्दन मैथ० सोसा०, !93 2, (2)84, 0 3-23. 


,. एडेंल्यी, ए०। 


४]]3॥3 ?97।59 6 /७539॥0] 37] ?8८/]८2 
४०0. 2, ४० 3, ]७५ |969, 7०४०६ |5-। 9 


आत्म व्यूत्कम फलनों से सम्बन्धित कतिपय प्रमेय 


ओ० पौ० शर्मा 
गणित विभाग, होलकर साइंस कालेज, इंदौर 


[ प्राप्त--जनवरी 968 | 


सारांश 


(।'2) में परिभाषित सार्वीकृत हैकेल परिवत में विभिन्न श्रेणियों के ग्रात्मव्युत्कम फलनों को 
सूत्रबद्ध करने के लिये कई प्रमेय स्थापित किये गये हैं । 


4$0905(72 0६ 


50902 ई20772फ9985 ए०श75€८ए४ंग्रछु 5९ #॥€टाएछ7०2०४ चि्रटए०४छ5,.. 29 0. ?. 8॥97779 , 
॥20702707%7९४६ ० ६४९7० ०703, 7707787 8276४826 (+062९, ॥70076. 


[7 एव 9200५, 8006 (7९076४8 #8ए९ >दढा ढशब896त ६0 0077660 तार्गट०९४६ 288865 
0 82-7९ ८20702० पिय्घटंठए05 ३0 ए6 8०४०००बाा|इटव प्ग्धाग्लो (727 ४0770, वैंटग४6वं ॥0 (2"2) . 


4. हैंकेल परिवत 
800 | २/७क (को >ीक % (१-) 
के सार्वीकरण का समावेश नरायन [7, 7. 95व] द्वारा दिये गये सममित फूरियर न्यष्टि के प्रयोग से' 


निम्नांकित रूप में किया जा सकता है :-- 


6&], 5३५७-7५], +**३ | है 
8५ है86५ 4), 


पट 6 ५ 
&(») 52% |, (४9)१-१/2 कथा (007 900 27030 5-३ 
(:2, 





जिसमें 8 तथा » वास्तविक अचर हैं । 
यदि 8--३, »८-, #5-0, 455] तथा 8,5३० हो तो (7:2) बदल कर (१') हो जाता हैं । 


यदि फलन /(&) तथा &(») एक ही हों तो ('2) में /(४) को आात्म-व्युत्कम कहेंगे श्रौर सांकेतिक 
रूप में उसे /((० ; ४५) द्वारा व्यक्त करेंगे । 
&?3 


]6 आ्रो० पी० शर्मा 


नरायन [7, 9. 957] द्वारा दिये गये प्रतिस्थापनों का उपयोग करने पर (:2) की न्यष्टि 
विशिष्ट दशा के रूप में विभिन्न न्यष्टियाँ प्रदान करती है जो वाटसन [0, 9. 308], भटनागर [2, 9. 43], 
नरायन [5, 9. »7] तथा [6, 9. 298] तथा एवरिट [4, 9. 27]] द्वारा दी जा चुकी हैं । 


प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य विभिन्न श्रेणियों वाले आत्म व्युत्कम फलनों को परस्पर जोड़ने वाली 
कतिपय प्रेमेयों को चिकसित करना है। हमारा ध्यान उनकी सही सही उपपत्ति पर न जाकर मुख्यत 
फलों पर केन्द्रित होगा । यही कारण है कि यहाँ औपचारिक विधि दी जावेगी । 


2. यहाँ हम निम्नांकित प्रमेय का उपयोग करेंगे जिसे हाल ही में इस लेखक ने प्रस्तावित 
किया है। क्‍ 


(-]) में (०, ०), [9, 0. 252] का फलन /(७) आत्म व्युत्कम हो, इसके लिये आवश्यक एवं 
यथेष्ट शर्त यह है कि 


ध्‌ 
हह। ए्‌ +0/+क्र ) 
[ 6१० /० हि 4) हट 
आओ । ० ली के मा 
हि | (१०० री (-थट ना: न >> 
4-१ 4) ह। 


जिसमें ४/(४) नियमित है और प्रतिबन्ध ३(5)5४(--5) ; 555०-+र्क को 4६<०<4-० (22) 
तथा ४(5) 5०७ ॥ ८ ((-907/4%-०+7 |॥| ) पट्टी में प्रत्येक घत १ के लिये तथा (2-2) को आन्तरिक किसी 


भी पट्टी में एक समान रूप से पूरा करती है । तथा ४ (2) में ० का कोई भी मान है । 
3. प्रमेय 4: यदि फलन /(४) /2(०५ ; 82५) हो तो फलन 
8200 |... 2.00) “2४0 %, (3-4) 


7(८५ ; ४५), होगा यदि 





7" 8 ) “४9 न-] ह 
॥7/ (0 77 7/-? मे ) 


है ०9. उन्‍नयें है 2 । रद. 
५४) +- ठ्ा [ऑ हल गाता आाा का आइका जम मकर शिक्षक हु 7 ((3) 75 ६5 (3-2) 
मा ) ! है हिला हु) 
आग -बत$) सा (क्रु7५-% 
जिसमें (४) स्तर [-- 5). (3: 3) 


उपपत्ति : (3') में (2') का प्रयोग करने पर श्रौर फिर समाकलन के क्रम को बदलने पर 


ग्रात्म व्युत्कम फलनों से सम्बन्धित कतिपय प्रमेय ]7 








4880 बम है 
हक हि | 4% “१ ८० 
6 (&) न मल 2 82802 तन नल नव नलमर “।+ - (5) . ४४ ८5 >८ | ६-35 (2 (४) बंदर 
&गार | /००० ग 2./--] & 6 
या कक 74न 55) 








] गज हे -(5/2% क्र छ) हि रपै (४) 2-3३ हैं 
श्र ० ५-० ? 7 2./-- ] हू 
8 [ -थ+ 5 ) 
है 9) 





५८ | कषं(-908 , 0 (७/) &?. (3-4) 


ग्रब (8-2) के द्वारा 


] 
श्िि 
न 
बन्न्ब 
हि हु 
(७५ 
धन 
लकी. 
जा 
कि 
४8 
न 
है 
ः 
कच्ची 
«लि + 
| 
० 


(४) 4४8. 





जो 
न्च्ट ६<&] 
किसने 


०७०० हे ० 
778 ०० ) पी है हे 
!' | 29 क्र >> (ं: र्ड ) 7 7! | न _ हे _ 
कक बल 
(3-8) 


अ्रतः (8.8) में फूरियर सूत्र के चरघातांकी रूप [9, 0. 4(.2.8---.2.6)] को व्यवहृत करने पर 
तथा 5 को (--3) द्वारा पुनः प्रतिरथापित करने पर हमें 
2 ) 7 तो ) 
| 2९ !४ ) 














हक 2 
कि 0॥(7-9 (2 (७४/) ६६ <- . (9). 
के औ2%9--7 ] || [ः >] _ 2: 7) 
या बढ ४ छ७/े०  #ऋा : कु 
प्राप्त होगा । (3:4) में इस मान को रखने पर हमें 
। ग्‌ + ) 
__ _* ([८०2० _(५/2१) १ -5 45, 
(४ *&ग£ |. लक 2 /2%--] 5 सच 
8 रो --4;+ ठ- ] 
हल 49 पर ४2१ 


प्राप्त होग। जिसमें 
गे क्रम पड लक) 


१४(४) ना (2 ५9 ] हे ॥ 9:0 हर 
एटय -०+ह) है पट त-०-् 
[ १४ हि 2१ /न्त 4.)/ ४. ०7% 


/(४) ४७), 





]]8 झ्ो० पी० शर्मा 
जिससे कि 
2७) 5३(8-४)- 
अ्रतः (2-) के बल पर &(७) 0०५; ५५) होगा 
834. उपप्रमेय : ८०० (477, :- 2) पैथा 8/--4॥, समानीत (४-], .... ६) रखते पर 
उपर्युक्त प्रमेय निस्‍्तांकित हो जावेगी 
“यदि /0, 7(०; ०) हो तो 
7०० 
200 |... 2.00 ४४) ४४ 
भी 2(७७; ४५) होगा, यदि 
[कक _ 3- 
( (४) 5-८ 5 (3) &४5 ६5 (3:6) 
जहाँ 0७) च॥२(०७). 


3-2, विशिष्ट दशायें : श्रनुभाग ! के श्रनुसार, (:2) में पारिभाषित प रिवर्त को हेंकेल 
परिवते के विभिन्न सार्वीकरणों में समानयन किया जा सकता है और उपर्युक्त प्रभेय उपयूक्‍त प्रतिस्थापन 
करने पर कई सवीन फलों को विशिष्ट दशाओं के रूप में प्रदान करेगा । 


8ल्‍-३3, %न-7, #5-(, ६55!, 8, 5०५ तथा ८, -- हु रखने पर प्रमेष ! बुजमोहन [3, 7. 93] 
के ज्ञात फल में बदल जावेगी । 


38:83. उदाहरण : # को 5 द्वारा; ४“ को & द्वारा प्रतिस्थापित करने पर तथा ज्ञात परिणाम 
[7, 0. 379 (2)] में 8-०, /८55०-- रखने पर हमें 


| 4४०0०) ० ऋ-व+० (4) &४ 48--%77/* 799. 7 सर! ही 
सरलतापूर्वक प्राप्त होगा जिसमें 2४(0) >-] तथा शर्ट <&<४ए, 
स्पष्टतः (8-7) उसी रूप में है जिस रूप में (3:6) है । 
श्रत: यदि /(४) 2(5५; 92५), हो तो फलन 
2०० शाह कीनाि[क४+ उ् | जीकने 
भी (०४७; 8५१ होगा । 
4... प्रमेय 2: यदि /(&)--7१(०॥ ; 2५) ती फलन 


8(»&) उ+ [ (2(४४) (४) ८५ 


/९(०५; ८५) होगा और इसका विलोम भी, यदि 


आ्रात्म व्युत्कम फलनों से सम्बन्धित कतिपय प्रमेय ]9 


८2) 








| एड बन 
! 2% 
मा कक हा 7) «४ के, 
] 





है 7! 2% 
हू 7) प्‌ 4१७ जि की 


जहाँ ॥(5) ढवारा (8:8) की तुष्टि हो । इसकी उपपत्ति प्रमेय- की ही भाँति होगी । 


0, 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० आर० के० सक्सेना का आमभारी है जिन्होंने इस शोधपत्र के लेखन में मेरी 
सहायता की । 


बेटमैन प्रोजेक्ट । 


भटनागर, के० पी० । 
बुजमोहन । 


एवरिट, डब्लू० एन० । 
तरायन, भार०। 


वही । 
बही । 
शर्मा, ओ० पी० । 


ट्च्माश, ई० टी० । 


वाटसन, जी० एन० । 


निदंश 


पएह्68 ् राल8780 फिश्यारईईा07707, भाग 77, 
मैंकग्राहिल, 934. 

बुले० कलकत्ता मैंथ ० सोस।०, [055, 47, 43-52, 
प्रोसी० बनारस मैंथ० सोस।०, 7939, , 93-96. 


क्वार्ट० जने० सैंथ०, श्राक्सफोर्ड, 959, 40-], 
270-79. 


एल्ाता, 536४, ४०७८०, 70770, 956-57, 
46, 269..300. 


मेथ० ज़त्साइट०, ]959, 70, 297-99. 
प्रोसी ० ग्रमे० मेथ ० सोसा ०, ! 962, 43, 950.-59. 
प्रोसो० नेश० एके० साइंस (इंडिया) (प्रंस में) 


॥70607009प८007 (० एप एा807ए ० &४0प7067 


]706४87०७!5.,. श्राक्सफोर्ड, /948. 


क्यार्ट० जने० मैंथ०, आक्सफोर्ड, 98], 2“, 
298-309. 


४ [7]373 ?3705034 /&॥0593॥0|9॥ ?3६0|८०७ 
४०!. ।2, ३०. 3, |५७५ ।969, 7०8९5 2।-! 24 


लेगेण्ड फलनों से सम्बन्धित कतिपय अनन्त समाकल 
आर० एस० जौहरो 
गरिगत विभाग, राजकीय विद्यालय, श्रजमेर 
[ प्राप्त-दिसम्बर 2, 79067 ] 


सारांश 
क्रियात्मक कलन की सहायता से कतिपय अ्रनन्त समाकल प्राप्त किये गये हैं । 
५ 095[779.0 ६ 


50702 उंछरिए्ा६९ इतए९ए००ॉ५ 0०० आए 7.,०8००१८९ ण्खिटंग्छ5ड,. 89, 7२. 5. ]०77, 
822047076९00 6 /६)॥९शाब28, ( 7०0एटापपालग: (+0068०, 27767: 


50776 शशि खंधादशुणवोड प8ए९ 726९0 ९एकॉपबालतद एए खाद्यापाह ७४6७ 0ी 07०व707%) 
0०८फ्पड, 


,. फलन (४) का हैंकेल' परिवततें 
४6७) [ ७0१9 ४#0/0) # . #>० (4) 
समीकरण द्वारा व्यक्त किया जाता है जिसे सांकेतिक रूप में हम 


ही ४७) 2/9) 
द्वारा प्रद्शित करगे। 


2. प्रम्ेय 
४) ४ / 
यदि १ (४) रे ४ (४) 
8 04-77«- [६ ह। 
तथा 0७) है ॥॥7 फट (80) १() 
तो ॥(6) 5207-77 8/-7१-०४/०१(३७-+ )7 7५(५७- #न-7) <(०+) 7(४--१) 
४ #772(८08॥ ०-- ००४ 0) 2, ,._., (००४ 0), | ,_., (००४४ ०) 4 


]22 ग्रार० एस० जौहरी 
जहाँ ४-79 57०० [३(0+-7०)), २(8)>]| 78 |; (०) -7७ (७-०) >०॥ 


उपपत्ति: हम जानते हैं कि 


$(/) 2) (:9) 
न ४७) 5287-78, 90%) ... (-8) 
कल ५(४) +- | (8070 9,/%0 #/#7-०/ ५ ($)6 (0) «८ 


हब | (#)7% 9, (#9#77-7% ,(87) ८४ ॥ (02; (४0) (#४)7/१ 4» 
समाकलन का क्रम बदलते पर 

दा 20०23 ॥ #+#-|]7/2 70 (60 #, (8), 00) ४077 ० 

क्‍तशिीता/7/- काश था (४ का) 7 72(9+५क) 7(७+) 7(/+-) 


>< ४7/2 (2050 ०-- ००08 0) 2५)... (८०५ 0) हे (087 ०) /(५) 45% 
0 


[(2), 7५ 05 (4) ] 
४3-82 -... (2 


जहाँ ८० #+ _वूकपक़्- ऋष्-फलकपडक)) 


273: 2277: अल 
आयएा+३-+8१)-4%%॥ 


९0587 6 न८ 


समाकलन के क्रम में लाये गये परिवर्तन को न्‍यः चत माना जा सकता है, क्‍योंकि हैंकेल परिवर्तों 
की विद्यमानता के कारण (:2) तथा (-3) पुर्णतः अ्भिसारी हैं । 


3. सम्प्रयोग 4 : 
[2, 9. 45 (4)] का उपयोग करने पर 


०(0-#/%७४--॥१) -१/2४९२-- ४) 7, _4 [०(८१---/०)-४/शु, 72(०) >0, 7(9) > --, 2(2)>२? 
रे 


2: ! --8/2 €-५/ 
१2 


२-५ (/) 
हमें [] प्राप्त होगा 


लेगण्ड्‌ फलनों से सम्बन्धित कतिपय अनन्त समाकल ]23 


/0 0486 6, (87) ४ (6) +२६१77-०/४+ *ै० 26 ,(98)6-०४ 


3. >2स्‍/07 707 #/४|१०१ ७० 7--2०--०२५(७+२७+ #--) 7" 4 30720 7/ 7+)/ (7०) 
हि गज ] न+-॥४ द्षरध42+9 गई 


2/ 


फ् ४-+2/2-+४9 )२--2 ] --#2. 82 
26< 4 ( प र्ल्ड्ड्ड 3 4 न: (49 || हा है 3 ० 
२१९४( 2), 2(१--2/--०) >>0, 2 ०--७)->०0, #>0 
प्रमेय को व्यवह्ृत करने पर 


| ४(८087 ०--००5 0) ०१#--॥५ (005 0) म (०08) ०) 3 [4(६-- (४4) 77/8] ८५% 
० 


20/॥/0-०/4३ (2५ 
गजेकओ 2५ +ज्|)709+ा)/ या) 


30 204%+%४-/४ 487 पए. (0-+-2/ ०) 7३ (१-- 20 --४-| 8)/7( 2) 
09-०0 47५१४ 4-9 /:-./2 


८7 ( 22 --० 0 ज-20--४--] -+) 3) । 


ठ 9 न 8] 6 (24 मलिक बे || ; | (5 ] | के 235 आज दर 





(१ 2/--०):>>0, “(८ --9) >0, ४70, 76 ००४ ( का चर 28 


सम्प्रयोग 2 : 
[2, 0. 53 (87)] को लेने पर 
(४) 55४०-४०४-४३ २५ (०४), (0:0), 2९(०)>०0, #(०--.४--३) है 


हक 2०-(ह-०-२ # 7+7/268 7", 
जल 7 जी का 


+-<(/) 
हमें [2, 7. 03 ($)] प्राप्त होगा : 


प (2५ 27-०/५१-7./2 0८४- 2 ४-7 68 70 &' (2 
१00८ 5 « आओ 0 प्ठ्पता (28) 


उ 4०0-/क०:क/ नक्शा 7७ + ०--) 7५ (७ -+-) #+7/2 


6 पशतबहकत 
अपार, 


५ 7 हब्फ्क्पा एव का किक ये मी (कन/क॥ स्का। #+ | 'कँ) 


+-४(७), 72(8)>0, 2(५--%--2) >| 7६७) | 
4 4. 


]24 आर० एस० जौहरी 
प्रमेय को व्यवह्ृत करने पर हमें निम्नांकित प्राप्त होगा : 


॥ #&%--7-7(20$॥ ०--००४8 0) 2, +-|६ (008 0)7 ५... (080 ०) ०७ (करों (१२) ०४ 
0 





2०-68 #?+४#+2/287 
छक्का) ह+ा) 76+)) 2१8/४0४१8 * ॥ नह जी (नी 5 # हु ) 


72(9)>0, 7(७-+-क%--०)> | २४(७) | 


2? ०0 (“5] &--१8 


कृतज्ञता-ज्ञापन 
इस शोधपत्र की तैयारी में डा० एच० बी० मल्लु ने जो रुचि दिखाई उसके लिये लेखक उनका 
आभारी है । 
निर्देश 
. बेली, डब्लूु० एन०। [शग्ापड. फलएुएशॉ5.. ॥7फएतफक्राह. 3685८) 
४'प४८४०४७४, प्रोसी० लनन्‍्दन समेथ० सोसा०, 
40, 37-48, 
2,  एडेल्यी, ए० तथा अन्य । प 80968 छा खाटशानों (7क्यार्ई0ाएा5ड, भाग, 77 


मैकग्राहिल, न्‍्यूया्क, 954. 


४ [7373 ?३7536 /#70537॥0]॥ 3॥ ?350#[[८७ 
४०. 42, ४०. 3, ]॥|५ ॥969, 732०६ ।25-3| 


परागोलीय बहुपदियों का सार्वोकरण 
भरो नाथ 
ग रिएत विभाग, बनारस हिन्दू विव्वविद्यालय, वाराणसी 


[ प्राप्त-दिसम्बर !9, 967 | 
सारांश 


सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय समीकरण 
५ ; नल का ॥), ० पर 
। शा ( का ) हे ( ०__ ऑ(४-!) ) | ( 0. गे हि )| 32 


[/ का | कि र्क 


४५ तँ ५ रे 5 +) है बा | गे 
जहाँ ०_+र्झ (६, ४ धन पूर्णांक है और 52 पूर्णाक है, को सार्वीक्षत परागोलीय बहुपदियं 
एवं उनसे सम्बद्ध श्रनेक फलों के अध्ययन के लिये आधारभूत चुना गया हैं। 
6.09567"72 ८ 


क.  छएु्ारनॉसटवाइग्ा 6 प्रॉपलनड्फॉट्लॉटनों एणेएए०ऋशांगोंड. 29 ऐशथा० पद), 
906०727॥70670 ० ९0०८8, ठ47087935$ जिाएतेए एऐंशॉए2ड79809, ४७०79. 


॥7 096 [725९४ 029५० एप 8९7%श्ाडटत ॥99७8९०ए6ढणट €वृुप४:07 


। भा ( व ) की ( न्म्य् न ( 08 8 १ )] 9 
5 या 5 


पी । 


५९7०८ 65-८४ इ६8 ? 2 78 8 [09090 ए6 706०2०7० क्ागते 5 38 870 77022९7 >>2, 7985 >€€४ 77०2प८ (१८ 
94838 07 6 #पतए ० 8९०ण०थाॉड९0 पाएब४ए०्लटडी ए90ए760ांबो॥8 बाते एथा४075 #€8प्रा(8 
3880220९6 क्या एल. 


4. भूमिका : 


हम सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय समीकरण 


हि (० ४ ) हा (७- 72(5-- ! 2] पा (४ अं 8 + ४7४ कह पी, (-4) 
गत कं ह ड ँ कर | 


]26 भरो नाथ 


2७० समें हँ थे 
पर विचार करेंगे जिसमें 055४ (७५ £ धन पूर्णाक है तथा 5:22 पूर्णाक है । 


यदि हम (:]) में 5-2 में रखें तो 
4 ं | 4 १८ 2 ८6 जे 8 ]-9 
[० के डी वक-शी कण 7) 270. ०१ 
प्राप्त होगा । 
अवकल समीकरण (]-2) को निम्न रूप में लिखा जा सकता है : 
८ 42) 69 ] सिनिान 3 
(] --£“) कुछ 2८(] --०) ब्द 8(/7 - श्ण्न- ) भ्च्0 ( || ) 


परागोलीय बहुपदी” अवकल समीकरण (:3) का बहुपदी-हल है । 


प्रस्तुत शोधपत्र में भ्रवकल समीकरण (-) को सार्बीकृत परागोलीय बहुपदियों एवं उनसे सम्बद्ध 
विविध फलों यथा हाइपरज्यामितीय रूप, रोड़िग्स का सूत्र, आवतेत सम्बन्ध, जमक फलन, समाकल 
निरूपणा आदि की स्थापना की जावेगी । 





2. ((*]) के हलों को 
दरार “772(5-- 4 ) 778 2--39--7४४--४ ४7 ४ --7॥--॥१३४-7 
६ («८ -] | हल नल ४ ( गा | ४ 
ब्लू है। आओ ॥ 
का (+ 7 स्न्ब ; | 
५ रई है / व । 


(2:) 


7725-50, ।, 2, ..., <-- , 
द्वारा व्यक्त किया जाता है जिसमें ;7”;_, सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय फलन के लिये आ्राया है । 
ये हल |[<|< के लिए सुस्पष्ट एवं वध हैं। #--0 के लिये & धन पूर्णांक है, अतः (2-) एक 
बहुपदी में घटित होता है । 
यदि |[४|>], तो (:4) के हलों को सुगमता से « 5/<” रख कर प्राप्त किया जाता है और उन्हें 








-2) 7 8 --#(3--] ))४-7 $--१ ७ --- ४४8 -- £ ५४7२ 
बाम्ण का फ्रिज 5 «८ | (2-2) 
ध्लल्0 5 7 
तथा टु-(57+2+ 20) था !४र्न-57--7४--४ डे हे 5 --40--२| 77-57. 5-7४ -- ३9 --27 
४ 8-१. 50 / ते ॥० पा एक आया 2 
3--॥॥४- 7577 
आम 
र्ष व्यय 
#स5 0 8 00०० 554 (2-3) 


द्वारा दिया जाता है । 


परागोलीय बहुपदियों का सार्वीकरण [97 


४ के धन पूर्णाक होने से (2:2) एक बहुपदी में घटित हो जाता है जिसे हम सार्वीकृत परागोलीय 
बहुपदी कहेंगे । बाद में हम इस बहुपदी का विस्तार से अध्ययन क रगे। 
3. गब हम अवकल समीकरण (:) से कुछ अन्य रूप प्राप्त करेगे । 


८. & 4 0 
श्रवः 05८7 दत्त: का न्‍< (मान लो) 


तो समीकरण (-) 


रण 7. हि ४७७७ 220 आओ 0 न 
| ४ (0-7) -..४ (90--5--2४) व (9--४-+४»+-) | 95-०0. (3-]) 
श्ल्ग्ण ग्ब्न्व्‌ 
का रूप घारणा करेगा । समीकरण (38-]) को भी 
हर दं।-। ( 
5 [८ १४2 आह) हल (3-87 +> 9) | घड 27५४7 ) ४-४ 5 हु (3 32) 


के रूप में लिखा जा सकता है। (8-2) का भ्रवकलन करने पर 





459 6. ८58-7 
(| -- ४४) हा । (] (8-०४ -|-४४-#-- ]) +] (7 -ै- 70-- ॥--७--३४ ! ] )&४ 77 उत्ना+ 50. 
(3-3) 
4... सार्वीकृत परागोलीय बहपदी 
में (7 | 57१) ५7 
परिसाषा: हम (2-9) में ., हो 0.7 के ४)! / ग्रुणा करके इसे ८,, , (2) द्वारा व्यक्त करेंगे । 


इसलिए 
] [ शक ! कप 
५, 8) कं (“| ४9). &00-7) (87 । के ) , ६ ३ ली ] 2) 7. 


४7), (5४ - 27) 7 दी 


कप ॥5--४४ | पा गा 
४ ता ) ६ | (4*]) 
इसे हम सार्वक्रत परागोलीय बहुपदी कहकर पुकारेंगे । द 


5. रोड़रिग्स का सूत्र 


हम रोड़िग्स का सूत्र निकालेंगे जिसमें (5०) को कोई धनपुरणणक मान लिया जावेगा । 
(4") से हमें 


“ ४7४- 2-7 -... [ 
का जज ॥। 
॥ (3४-39), जि -य॥व] ब्था 
73 4 (८) पा (४ 52) | (४72 72) | 5222 4 ८ ४ 


/8]] /४ -- ४97 -- ३३० -...0 ? 
व स्णं, र्ड 


98 भरो नाथ 


] का थ(-)7(8-/-7 + )। ), (#४--४०--?१४)! 
7 20206 ५७४७३ 


ल्‍-जत्रू+रर हु ७) 
कट 5१7 धन 57) ! उन (3॥7 ध्य ( आ /5) | £ ( ) 


प्राप्त होगा । 


8-- 577--॥ है 
5 0 यदि # का सम्बन्ध [| | शा ], | क> $ | -' 2 ७००५ | । 


(5॥-- 7-75) ! 





समूह से हो तो (5-) से भ्रनुगमन होगा कि : 


ह] | 
प्र | | (572--॥/ 5) ५० ( पा । ) ( ४-7 -- ) (53% [7 75) 
लि बट ८ 77-77 हि | नस के । बा ा२०७३७७७७७७७७४१७४७७७७एएस्‍शशभभथक्‍ता 8५ हक | न्ट 


| ७ (--)/ (॥--४--7+- /+ (४४ +- $9--7४) 





हुवा पा] (03) 


5४(# + 5०) 2.0 (3॥8--72-- 7४) 
7+59४ पल ॥ 

दाल ए 25 (/:५-7-7) __ (5४ | ४० 75) &वीपग70०7६ 
दंटु/११३१ (3क्‍8--7४ #5) ! 


यदि (5०) घन पूर्णांक हो तो (5-2) से यह अनुगमन होता है कि 


न व 


१44 
अमन >ननन-न-ननिनन नितिन नननानननिनिनिनानननन- 5 +े ( >>) 
८, ५ (हू) का हा - 59) | बृ/षन४० 26 (7॥7-7॥) ) 


|| १, ८/2 ० 


_ काका ब्इक० (ए ग/6 « (5-3) 


जिसे रोड्डिग्स का सूत्र कहते हैं । 
6. ०,, ८ (5) के लिए झावतन सम्बन्ध 


फ् 
हम ०,, ; के लिए आवतंन सम्बंध प्राप्त करेंगे जहाँ (४४) कोई घन पूर्णाक है। 


कोशी-प्रमेय के सम्प्रयोग से हमें 
ँ (८) ््््ि ] |! (४ ल्‍ः | 72-27 ४!, 


273 < 247 35* | 2 रं ८) हनी /न 
प्राप्त होगा जिसमें ४ कोई कंटूर है जिसके लिए « अन्तवर्ती बिन्दु है । 


दे । /((5_.])7+7 कु ता ञ व 
ग्रब | (६ शी | (0०5 ) नि (8 । (7४४ । 25) (8  )।४/ ७--]. 


(४ --2) शाह शक ] [| 2] ॥+डएक] (/-> 2) ॥+87+ 2 


(8 ४-० | ] 77 


(न (४४ | ईफन॑- पु ) के दिवादाइन * ( 6 *] ) 


परागोलीय बहुपदियों का सार्वीकरण 29 
(0') को ७ की दिशा में दोनों श्रोर समाकलित करने तथा (53) के प्रयोग से : 
8(४ -) ४ (8) ७, ५ (६) +४+ ०) के ०, ,, (६0/-7<(४7-+४०) 7, ०७, ५ (६)70. (6) 
समीकरण (02) को निम्न प्रकार लिखा जा सकता है : 


दि है ( बे र्ध 6 77 -- धें हम 
| 0 (४ 8 लक | रक्त ४ (८) का (८ ॥9 3 ()| - कक) बट शत73 5 (८) (6:3) 





समीकरण (63) को < के सापेक्ष समाकलित करने पर 


((४--) +] । | ४.५ ८) वटतत& ०, , (८) “८ (५7 ) हक हि) (6-4) 


| 4८ | 4८ | (८,, « (८) 4८, ” समाकल की ” बार पुनः आवृतियों को 


! 
रे ८», » (८) 4७ द्वारा प्रदर्शित करने पर हमें (64) से 


3 ४ (८) ६८६ | गह ८, ॥ (८) व८ (४7...) हे 


(१) (॥ १) 


| ॥(४--।) 4-] | 


प्राप्त होगा । तथा 


का हे ः गा गा ४ ि 
|, गो (/, (2) ८८७:  (#४- 4) |, आह हे (8) ला | ७0४ (८) ८2. (6-6) 


#/१ 4 


(6.6) तथा (6-3) से 


6 
१ 9 /2-|- ए 
| क्‍ ला 4 | | (/,;, $ (6) ६८८८-२८ । ८ हक ( ) किक (४-२५ बम 
(6: /) 


९ मा (77- 3! दीन | हा का की मर आ 
भ्रब.. ८६ जात (0-30)! बंदाणडश-] (लक मर कर | 


टू (् ' ॥/ ) [ 87 2, (८) कट ) े (७ डे ] 8-4 28८ 


| ४॥! | 
5 ४ 
। जो हे 4०5 ] (४--)(5--2) हे ८, ; (2) बंद ... 


ऑफ 22 (6-8) 


| । 


]30 भरो नाथ 
(6-8) तथा (67) से हमें 

6 छँ 6 न है 

725 4 (८) रथ को ४473 ४ (2) ्ट का 74,-9 77235 4३ () 9 है 080 जे 4... ६ 2 री (८), 
आ्राप्त होगा जिसमें समस्त ० अचर हैं जिनमें 2, <, तथा » निहित हैं । 


प्रमेय : 


|| दंपन-उ 7 
(४ 75 ३ (८ ) ४४ (४४--59)| दंशु< ४ (्ट हे 0 ठ्वारा 


9 
है 


6 व्स< 7 62 ४ 
75-7 5 


77745 4-]39 ७ 
कं तुष्टि होती है । 


प्र 
7, ० ,, ८ (८) के लिए जनक फलन 


) । “538 नै -+ २--] 
ग ) 
गृ 4 
हि 7 आल-+++++++++त+त_॒ “57 __ह3 
च्‌कि हि 8-7] /--४४-- ४४० --7 क | 
2. ४ 77 ।( 50626 ५७०६ ) न 
7] (5॥--%)/5]#४ ह्त्ठ 


श्रत: (4*) से अ्रनुगमन होता है कि 
। / - 32 +- ॥ --+ २ -) 


हि 
50728 ( -- 59) हा. 2 जल 





0 न 2 4 ८४१7 
४9 8 (८) ₹* एफ ([-5०)॥ (४-४)! ..॥ , या ; -“477--59 -- 7 
#! ॥/[| कऊपादा-+- 
] र्ड / 
(0 7४ (--7-- 9)+ ( -++४ 2) ।:-.3४ 
की ० पपयपपोज््ररििपज-+-+++ 7 27357. /;-] 
57 ( | -- 59) कल 750 4) ?४>ह- 37 का ( ) 


नीचे दिये हुये संकलन पर विचार कर 


50 (|--49)+ (-- --2) ([--59) के जि 
हक ६ । 7०) का (5) 72660 /# 0 जप रा ४) ॥( 76) 0०४०३ 5 24070 (72) 








घात श्रेणी के गुणन के कोशी-सिद्धान्त का प्रयोग करने पर हमें 


हि ( ४57)» ०2 ( -<49) 2? (--+5१४ 2) हु 
हिल ( ०) 779 ४ (4 ह्गा 2) $77+7 (] हद / (पक जे ४] 72075 88 | ( 3) 


7 


पं (>- 
छः खा हे ॥) उ )7४5०३) ह# (7४४ 2 हर ( ) 
हे पं गजल ह- (रा ) * १ । र््ट्‌ 
7203 /शी 77 ( --7)# ॥8॥ ( |] ) 
/2 





परागोलीय बहुपदियों का सार्वीकरण 3] 


पा | हज । लि 4 
है (77) 
7६ 57. ४ ! 


कह 
न । 


7(७-- ४ ) 7(६-7) 
निज, गज िकय 50 हा 3 








_#०७ (+0०7 ता, 
| ४ ईंस्मी, 5--] 72 
कल है: ०४ | (“ सा ग (द्् 5-४ ६ | ] _ शा 
कै हल, है गा हे ह। नै? $-_] दे 9 उाउहा |] (3८ £) | 9 


ता (3--) --|४/७-०| ् 
प्राप्त होगा जिसमें [६5 एएुरक्मम्शाए फलन है शत का अभिस रण होता है 


44 
8. ९८, ; (£) के लिए समाकल, निरूपरण 
0 नि 
(4-) के उपयोग से ०,,, , के निम्नांकित फल को सिद्ध किया जा सकता है 


!! ] ( ] प ४) ] 
है 89607 ह ते 5 + +४/#% श्ययन्लाकन ३ ५ जे 5 १/ ले र है 
0५, ५ (४) न्‍ल ४8 (| --३४) | (४॥ -- ४) ! हज गा : 


कक 7 "४॥॥ |-॥ - [३ ० [3७४ जज ती०-3ए नै? एन 
| 7/8 6-9 (औ । ( नाल ण नजणा+ |)... ; पै । अब | 40. 
नी ( ट्ि ये 


रे की । 
9. सम्बद्ध फल 
7 ह 
/॥५ ४ (८) उ_+ (है (०, ४ (2£) (9*]) 


जिसमें / इकाई का कोई 5 वाँ घात है श्रोर (४”) धनपूरणाक है। 


कृतज्ञता-ज्ञापन 
इस शोध पत्र की तैयारी में डा० बृजमोहन ने जो मार्गदशन किया उसके लिए लेखक उनका 
ग्राभारी है 
निर्देश 
]. रेनविले, ई० डी० । 5062८ #'प८४०७४, पृ. 336, समीकररा (7) 
«मत लत० के लिए । 


76 $ 


४][0]303 ?970530 /॥७४५३॥0०॥3॥ ?30:/[[८9 
४०. ।2, ४०. 3, |५॥/ ।969, ?9285 33-]37 


गास का हाइपरज्यामितीय फलन - भाग 3 
के० सी० गुप्ता 
गणित विभाग, एम० आर'र० इंजीनिर्यारेंग कालेज, जयपुर 
.. तथा 
एस० एस० मित्तल 
गणित विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 


[ प्राप्त--फरवरी 2, 4969 ] 


सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य किसी समाकल परिवतें के लिए जिसका न्यष्टि गास का हाइपरज्या- 
मितीय फलन हो, दो रोचक प्रमेय स्थापित करना है । 


6 9867729.0९६ 


(0४७ (०>घ55?5 999०:8९०कार०ंट ६एन05#07४3-077., 89 &,0:.. ७प०४9, ॥0९94७४४९ए४ 
07 ७४06७7097708, ४ 7. +॥087706९7708 (:0686, उशं०प 2०वें 5. 8. 276७], ॥0९००7४76४ ०0 
१/०४//॥९०:7०28, (ए/ए2०809 ० 7१2]28४797., ]०0एपफ 


_ क्र थे जि क्र 
पृफल था ता प5 एथ067 7353 00 ६४4 0958 छए० 76८४४78 9607ढथा$ 07 ७7 फाव्एएथ) 
(778750777 ५0586 |६९7706] 48 (>६05$78 70ए०678607४6700 पिश८707.- 


4. विषय प्रवेश : इधर राजेन्द स्वरूप [4, 9. 07] ने गास के हाइपरज्यामितीय' फलन पारिवतत॑ 
के लिए एक व्युत्कम सूत्र एवं अ्रद्वितीय प्रमेय प्राप्त किया है जो निम्न प्रकार है 


७] (७) ; 6, ४; १; गा न] ( -5)) 22 (-) 


इस शोध पत्र का उद्देय गास हाइपरज्यामितीय फलनों के परिवर्त के लिए, जो (:4) द्वारा 
पारिभाषित है, दो रोचक प्रमेय स्थापित करना है । 


34 के० सी० गुप्ता तथा एस० एस० मित्तल 


2. स-फलन: फाक्स [२, 9. 408] द्वारा प्रचारित त-फलन को निम्नांकित प्रकार से पारिभाषित 
एवं प्रदर्षिति किया जावेगा 


। 7(2/--/8/£) 22 (]--०|-+-०४६) 


क्रगा (4 कक) 7 (70. ४ _ व ही 
| (8५५ 2] £गः 7 शशि 
4 7(-0+भिई) 7४ 7०-०३) 
है आए 2] 


जहाँ 5 शुन्य के तुल्य नहीं है और रिक्त गुणनफलन की विवेचना इकाई के रूप में की जाती है; #, 4, १४, ४ 
ऐसी पूर्ण संख्यायें है जो तुष्ट करती हैं |€#%<4 : 0<:8<:# ; ०( ॥55, ..., ४); /|( 7 7-, 2, ..., 4) 
ऐसी सम्मिश्र संख्यायें हैं कि /(?;--8/॥£) (४#--, 2, ..., 0), के कोई भी पोल 7(--6/-- ०५८) (१--, 
2, .... 2.) के पोल से एक स्थान पर नहीं मिलते । 


यही नहीं, कंट्र // ०-४०० से ०--४०८ तक फेला रहता है जिससे कि 7(४,-,8/£) के पोल 2 के 
दाहिनी ओर और 7(]--०--०५८) के पोल बाई ओर अवस्थित रहते हैं । 


स-फलन के लिये उपयोगी प्रसार : ब्राक्समा” के शोध पत्र के समीकरण (6-5) से 


है, ० [००० 20) |-०0००) लबु के * लिये 


जहां कक 8 ।। ) (४--, 2 ) 


और < के दीर्घ मानों के लिए भी 





#५ «|, ००७ ०) _ ० 
8५ [762 9))700०7) 
जहाँ 88७ “77 (॥-, 2 ) 


जब प्राचल वधता के निम्नांकित प्रतिबन्धों की तुष्टि करते हैं : 


(३) शैच्ल 22 ०9/-5 25 ०््नः हट रह 2 |; >0 
है उत्याताई है 882 स्‍च्यान-7. 


तथा (४) (भाए ८| < उतेक- 


गास हाइपरज्यामितीय फलन-भाग 3 35 


3. निम्नांकित फलों? को आगे की विवेचना में प्रयुक्त किया जावेगा : 


॥. 7 7५४) ८/./ /#/% ._*९ 330 ॥ 
([). #> 7 (> (४ ध ( मर ) ४६200 | 
प्र्क् हि (- 4, ), (--०, ), (--/, ०), (१-/-], ०) 
4, $ ७ |(0,), (४-/--, ०), (१-/--, ०) ( [--८,!) | 
(3-व) 





यदि <0(८-- ) >> 0; <((८-)- क्‍--०४- )) << ९0) है ८, 6 ह 0, /); ०70; [9778 ८ [क्र 
तथा [28 5|5 5 श. 


रे | कि 3, ४2 [] 0 | 4; |), ([--१, [), (४-६, ०), (+--४, ०) 
3 | आओ ०) |६ कक || 





6 7 ५८ 


पा य् । ह । ् ( धन 


यदि ॥(6|.॥] | ०):>0; # ऐ/ |]. ००)>>0. 0<:०- ]; ६४-] --#) < 0, (६ -- ] --7) < 0: 
(ऐ(2/--१ _- | )< (0) तथा (2 १) :7)< 0). 


आगे ७(४)९४(७, /), 9) द्वारा हम यह समभेंगे कि (४) शतत है या खंडशः शतत है तथा 


(४) -0(७०) लघु » के लिए 


तथा 4(४) - 0(७0 ८११) दीर्ष ४ के लिए 
प्रमेय 4. 
यदि (०(४ (७); #, 7; ५; 5) +२४१ /(5०) (७-3) 
| ([/2_ ) । दे 
तथा हि पे 7 रे 4, 0; ८; ४ /(5) 


3४ 


ध 0 
तो / (४ ) श्यद (रा | ([ ) ४ ।॥ 77? | 
0 





(| 4), (3--/0, 4), (--४, ०), (३  4--7, ०) 
(0, 0), (--/--१, ०), (/-/--, ० (--०, | | ६५ 


(34) 


जहाँ $(४) ८ (५, , १), ९१३):.:0, ०:०0, |&835 |<०, पद 7--) 0, ४ 8--) < 0, 
ख(०) या, (] ०6, ॥ - #, 5०], + 0), ४ैै(7--]--०7)<0 तथा 72(8--८-०१)<०0 (7-७, /). 


36 के० सी० गुप्ता तथा एस० एस० मित्तल 
उपपत्ति : गोल्डस्टीन प्रमेय [45 9. 07] के सम्प्रयोग से, जिसका कथन है कि यदि 
(५, ( /; 2, (०५ >) 55०१ ४); है, /5 5 5) 
तथा स५( 8; ?॥०७ ०) ₹२०(५(7); ३, /5 ०, 52 
तो कि 49(7) 3 (- 3१५ (४; ») 6६ -- हे हु 2४) 47 ( ६: मै. 8३ ) धरा (3-5) 
यदि / (8) तथा #(7 6 ४.(0, ००) और (3.5) में पुनरावृत्त समाकलों में से एक प्रम अभिसारी है । 
(3:) तथा (33) युग्मों में 


दा 5, 3 श्र (4--5, ), (4-- 0, 4), (7 बा, ०); (॥) “5/ 7 ५ ०) 
पर द्रव डा हि (0, 2), (#--/-१, ०), (/--/--!; ०), (!--८, !) | 4 (%) ६५ 
(७) (४) | +2 7 /(%०) ह कर) धं 
(७*6) 
(3-6) में 4 के स्थान पर « रखने से तथा दाहिनी ओर ४? --० करने से थोड़े परिवर्तत के बाद 

हमें वांछित फल की प्राप्ति होती है। 


गोल्डस्टीन प्रमेय॒ के सम्प्रयोंग को न्‍्यायसंगत सिद्ध करने के लिए हम देखते हैं कि 
४५) ६2(0, ००) यदि #/(०-+-१)-0, 4/(9)&€0 तथा :/8--)<0. साथ ही &/ छ्‌ हे 
€ 2.(0, ००) यदि &(6--])>0, ए[--7--०)<0 (४-०, 8), ००0 तथा था ८|<क. अन्त में 
(3.6) के समाकलों में से एक समाकल परम अभिसारी होगा यदि 2(०--#--)>>0, 20(०-- #+--)>0 
(०-१) -००, 2(8--४-००)<०, :(8--7--०४)<0 तथा #(३) 0 ॥ इस प्रकार सभी प्रतिबन्धों के 
पूरा होने से प्रमेय॒ की उत्पत्ति पूर्ण हुई । 


प्रभेय 2 : यदि 6(# /&०); #, ०; 4; 3-४७) (3-7) 
तथा ' ([&7(#0+०१/० /(7/४); 6, 6; ८; 3) #<कु (3) 
मी पा मा 
5 कील के ० ॥ ०), ७,), 070), 00, ० 7७० 





५ (3-8) 
जहाँ उडो 6 (०, 3), ०) /न-न-7+००)>०0 (9)&0, :0७----०8)<500, 0<०<], 
च[++००)२००, द(#+#व -+-०१०)-०० --१) <0, /(27--4--) < 0, तथा &7(४४१+०)/० /(]/४) 
के गास हाइपरज्यामितीय फलन परिवर्त का अस्तित्व है। 


गास हाइपरज्यामितीय फलन-भाग 32 37 


उपपत्ति : (32) तथा (37) में (8-5) का प्रयोग करने से तथा प्रमेय ! की उपपत्ति-जैसे ्रागे 
बढ़ने पर हमें वांछित फल प्राप्त होता है। 


ब्रावसमा, बी० एल० जें० । 
फाक्स, सी० । 
गुप्ता, के० सी० तथा जन, यू० सी० । 


राजेंनद्र स्वरूप । 


निर्देश 
काम्पोस० मैथ ०, 962, 45, 239-34]. 
टरांजे० अमें० मेथ० सोसा०, !96, 98, 408, 
प्रोसी ० नेश ० एके० साइंस (इंडिया) (मुद्रणार्थ॑ प्र षित). 
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ग्लकीस ओर ग्लूकानिक अम्ल लेक्टोन का पृथक पृथक ओर सिश्चित आकलन 


पी० एस० वर्मा तथा के० सी० ग्रोवर 
बोी० 2/40 सफदरजंग इन्क्‍्लेव, नई दिल्‍ली-! 6 
[ प्राप्त--अक्टूबर 23, 969 | 
सारांश 
ग्लुकोंस तथा ग्लुकोनिक अम्ल लंक्टोन के श्रनुमापनीय' विश्लेषण के लिये, चाहे श्रलग अ्रलग हों, 
या मिश्रण में हों, हाइपो श्रायोडाइट तथा पर आयोडेट विधियों के प्रयोग की संस्तुति की गई है। यह 
देखा गया है कि हाइपोश्रायोडइट द्वारा ग्लुकोस ग्लुकोनिक अश्रम्ल लक्टोन में परिणात हो जाता है जबकि 


परआयोडेट ग्लुकोस तथा ग्लुकोनिक अ्रम्ल दोनों ही को फार्मल्डीहाइड तथा फार्मिक अम्ल में परिणत 
कर देता है । 


2 95॥7"9 ८४ 


छडफ्राइएठ्ण ० छएुएटठ5€ गण््तें छुपिटठऋट ब्टांत ॥80४०5९ 5ड९फुब्ए्न्ष्शटोए ढणतों 
उग्र, 29 ?. ((. ४०० बण्व ॥8. (0. ७70ए6००, 3-2/40, 58 0607827] 728०९, ८७ 
स्‍26८07-4 6 . 


छजएजण०एकाद बयव ए०्॑ं0०वैद्वारड काटफ्ा0ठव5 ॥8ए९ 7667 #९00परपलातेल्व 67 6 प्रशिएा €- 
गेट 274ए53 ० शीप्ट08९ ब0वे 8प72०फा०6 2ठ0 ]8९८07076 फल शंगरय)ए 07 । ऐश गाजाप28. 
[0 ४88 76९४ 0978८#एटत (द्धा #एए०0०काडरड ट0#एडए(8 शुप्ट052 गगा० छुपटठमाॉरट 209 8९८(096 
जणाग्रोट एललनंततेद्वाल 207एटल३5 9700 छप०056 गये 2प०0फा८ बलंव ]82८076९ ६0 0077० 6८९४००6 
बाते 6772 बटांदे, 


ग्लुूकोस और ग्लूकोनिक श्रम्ल लेक्टोन के मिश्रण का आकलन जीन कोर-टीइस श्रौर एल्फ-विक्ट्रा म' 
द्वारा किया गया है। यही विधि ग्लुकोस और ग्लुकोनिक श्रम्ल' लेक्टोन के मिश्रण को ज्ञात करने के लिये 
कार्बन-डाइ-अक्साइड निर्धारण द्वारा प्रयोग में लाई जा सकती है। 


प्रस्तुत शोध में श्रनुमापनीय विश्लेषण द्वारा ग्लूकोस और ग्लूकोनिक अम्ल लेक्टोन के आकलन 
करने के लिये रासायनिक विवेचन किया गया है श्र हाइपोश्रायोडाइट तथा पर-आयोडेट विधियों को प्रयोग 
में लाने की संस्तुति की गई है । यह ज्ञात हो पाया है कि हाइपो-श्रायोडाइट' रासायनिक क्रिया करके अकेले 
स्लुकोस” को ग्लूकोनिक श्रम्लः लेक्टोन में परिणत करता है जब कि पर-आयोडेट, ग्लुकोस तथा 
ग्लुकोनिक अम्ल लेक्टोन दोनों को ही फार्मेल्डीहाइड तथा फामिक अम्ल में परिणत कर देता है। 


इसके द्वारा मिश्रण का विश्लेषण सम्भव है । 
४. 2, । 


]40 प्री० एस० वर्मा तथा के० सी० ग्रोवर 
प्रयोगात्मक 


सभी रासायनिक पदार्थ, जो प्रयोग में लाये गये, वे बी० डी० एच० अनालार के थे । उनको पुन: 
शुद्ध करने की आवश्यकता नहीं थी । 

5 पमिली० प्रामारि।क पर-ग्रायोडेट विलयन (0:05 /४) शंक्वाकार, बन्द होने वाले फ्लास्क 
में लिया गया । इसमें 20 मिली० (0'] ४) हाइड्राक्साइड मिलाया गया। इससे रासायनिक क्रिया 
का समय घट कर ग्लुकोस के लिये 75-30 मिनट और ग्लुकोनिक अ्रम्ल लेक्टोन के लिये 2.35 घण्टे हो 
जाता है (कमरे के ताप तथा पी- एच 2 पर) । 

एक निश्चित आयतन, 5 मिली०, 0.05 ४, ग्लूकोस या स्लूकोनिक अम्ल लेक्टोन को मिलाकर 
शंकक्‍्वाकार फ्लास्क को आवश्यक समय के लिये रख दिया तथा कभी-कभी इसको हिलाया । आवश्यक 
समय के बाद 25-30 मिली० 40% सल्फ्यूरिक श्रम्ल, 2-3 बूँदे रुथीनियम क्लोराइड तथा 3-0 बूंदें 
फेरोइन सूचक की मिलाई गई तथा श्रमभिकृतत पर-आयोडेट का भ्राकलन मानक 0.03 / श्रार्सेनाइट 
विलयन से किया गया । नियन्त्रित प्रयोगों को भी अभिकमंकों की उसी मात्रा के साथ साथ किया गया। 
दोनों अनुमापों के मानों से जो श्रभिकर्मक का झ्रायतन ग्लुकोस और ग्लूकोनिक अम्ल लेक्टोन के आक्सी- 
करण में प्रयुक्त होता है वह श्रलग-अलग जाना जा सकता है । 
ग्ल्कोस का आकलन--मेटा-पर आरयोडिक अम्ल द्वारा 

(7700 


| 
(एघठप्त), + 5 म्रा0, >5 प्रठ00प्त + प्रद्त0 + 580; 
एप्त,ठप्त 


500 मिली" (0:05 ,४) तैयार किये हुए विलयन में 0.45045 ग्राम ग्लुकोस है। 0:05 
मेटा-पर-आयोडिक अम्ल का | मिली ० 5-०.00090॥ ग्राम ग्लूकोस । 





सारणो- 
समय --> 73-30 मितट ताप८"-कमरे का ताप 
जितना ग्लुकोस जितना पर- प्रयुक्त पर-आयोडिक ग्लूकोस की ली ग्लूकीस 
क्र स. (0.05 /) . आयोडिक अम्ल अम्ल (0.05 /) गई मात्रा प्राप्त 
मिलाया गया (0:05 /») लिया (मिली० ) (ग्राम) (ग्राम) 
(मिली० ) गया (मिली०) 
. 5-00 5-00 5-00 ],.. 500... 5.00. 5.00... 0004504. 0.004504. 
ट, 500 0'.00 3*0] 0:004504 0.0045] 53 
3. 500... 5.00 5-0] 0*004504 0*00455 
4. 5-00 5-00 5-02 0'004504 0-004529 


ग्लूकोस और ग्लूकोनिक अम्ल लेक्टोन का प्रथक पृथक और मिश्रित आकलन 4-] 


ग्लकोनिक अम्ल लेक्टोन का आकलन-मेटा-पर-श्रायोडिक श्रम्ल द्वारा 





/--++(>) तल 
(पर्त,0पछ एप्त.,((छ095):५00 + 50, -> 4छ000फ्तन + क्षत्त2 -- 00, 
250 मिली० (0:05 .५) तेयार किये हुए विलयन में 02227 उलृूकोनिक अम्ल लेक्टोन है । 


0:05 ,५ मेटा-पर-आयोडिक श्रम्ल का ! मिली० 550.00089 ग्राम ग्लूकोनिक श्रम्ल लेक्टोन । 











साररगी-2 
समय 5 “5 घक्‍्टे ताप 5 कमरे का ताप 
जितना स्लुकोनिक जितना पर- जितना पर- जितना ग्लूकोनिक जितना ग्लूकोनिक 
के. स. अम्ल (0:05 ४) आयोडिक श्रम्ल श्रायोडिक अम्ल अम्ल लेक्टोन श्रम्ल लेक्टोन 
लेक्टोन मिलाया (0:05//) लिया (0.05,४ प्रयुक्त लिया गया प्राप्त हुआ 
गया (मिली०) गया (मिली०) हुश्रा (मिली०) (ग्राम) (ग्राम) 
] 5-00 5-00 4-40 0-004450 0-00396 
४: 5-00 0-00 4.40 0-004450 0-00444-] 
5. 5-00 ]5*00 5-09 0-004450 0-004467 
4 


500 5-00 50 0*004450 0-004458 
हाइपो-श्रायोडाइट और पर-श्ायोडेट विधियों के संयोग द्वारा ग्ल्कोस और ग्लकोनिक श्रम्ल लेक्टोन के 
सिश्ररण का विदलेषण 


केवल ग्लुकोस (स्लुकोस और ग्लुकोनिक अम्ल लक्टोन के मिश्रण से) का आकलन हाइपो-श्रायोडेट 
विधि द्वारा किया गया जो नीचे दिया गया है। 


ग्लुकोस और ग्लूकोनिक श्रम्ल लक्टोन मिश्रण (जिसका आकलन करना है) को लगभग 074 ग्राम 
पोर्ट्सियम ग्रायोडाइड (जो लगभग 5 मिली० जल में विलयित किया गया) में मिलाया तथा इसके बाद 
5'00 मिली० ४ सल्फ्यूरिक अम्ल तथा 25 मिली० 0:,४ पोटेसियम श्रायोडेट के विलयन डाले गये । 
40 सिनट तक रासायनिक क्रिय। होने पर जब आयोडीन निकलने लगी तब 7*00 मिली० // सोडियम 
हाइड्राक्साइड मिलाया गया तथा फ्लास्क को खूब हिलाया गया । फ्लास्क को 5 मिनट के लिये रख छोड़ा 
गया तथा कभी कभी उसे हिलाया गया। 25 मिली० ४४ सल्फ्यूरिक अम्ल को फ्लास्क में डालकर फ्लास्क 
को 0 मिनट के लिये रख दिया गया । इस अवधि में श्रनप्रयुक्त शयोडीन का अनुमापनत 0'//हाइपों 
द्वारा कर लिया गया । नियन्त्रित प्रयोगों को भी साथ साथ किया गया। दो अनुमापों का 
अन्तर उस श्रायोडीन की मात्रा को दिखाता है जो ग्यूकोस को ग्लुकोनिक श्रम्ल लेक्टोन में बदलती है 
आऔर आगे क्रिया नहीं करती । 





42 पी० एस० वर्मा तथा के० सी० ग्रोवर 


अमन तह मर अल -ञ 


$| 


टप्त,तप्त.र[क्रग्फो,क्ठप _००07 -> ठप,0प्न'-ठप्त. (ट5ठ5प),00 + ऐश + छ,०0 
00 मिली० तेयार किये हुए विलयत्र में 9009 ग्रा० स्लुकोस । 
00 मिली० तैयार विलयन में 0:8907 ग्राम ब्लुकोनिक अम्ल लेक्टोन है। 0'। ४ हाइपो- 
विलयन का ! मिली ०--०.009009 ग्राम ग्लुकोस । 


सरणी-3 (प्र) 








जितना ग्लूकोस जितना ग्लूकोनिक जितना हाइपो- हाइपो- ग्लकोस की ग्लूकोस 
क्रम लिया गया अम्ल लेक्टोन. श्रायोडाइट (0://) आयोडाइट मात्रा प्राप्त 
संख्या लिया गया मिलाया गया (0',५) प्रयुक्त 
(मिली०) (मिली ०) (मिली० ) (सिली०) (ग्राम) (ग्राम) 
] ]-00 700 5-00 ]-08 0-009009. 0-009279 
9 3-00 5-00 5*00 3-02 00270? 0:02720 
3. 5-00 3.00 ]5:00 5-02 0:04504. 0-04529 
4 7-00 ]:00 5*00 7-0] 0:06306. 0:0635 





ऊपर तैयार किये हुए ग्लूकोस और ग्लूकोनिक श्रम्ल लेक्टोन विलयनों का 70 मिली० अलग- 
अलग 00 मिली० तक झसुत जल मिला कर तनु किया गया और तनुक्ृत विलयनों में पर-आयोडेट 
विधि द्वारा ग्लूकोस और ग्लूकोनिक अम्ल लेक्टोन का आकलन किया गया । 


सारणी 3-(ब) 





समय८"-८ “5 घन्टे तापल्‍-कमरे का ताप 
जितना जितना ग्लूकोनिक जितना मेटा-पर मेटा पर- जितना जितना ग्लू- 
क्रम ग्लूकोस अम्ल लेक्टोन.. श्रायोडिक अम्ल अ्रयोडिक ग्लक्रोनिक अम्ल कोनिक अम्ल 
संख्या लिया लिया गया (0.0/४) मिलाया अ्रम्लप्रयुक्त लेक्टोन लक्टोन 
गया क्‍ गया लिया गया प्राप्त हुआ 
(मिली०) (मिली० ) (मिली ०) (मिली० ) (ग्राम) (ग्राम) 
है -00 700 20-00 8-03 0-006230.. 0:006230 
2. 9-00 5*00 20:00 8:03 0-:004450.... 0-004458 
3. 5*00 3-00 20-00 80-2 0-002670... 0:002670 
4. 


700 4*00 20:00 8-03 0:-0008090 0-000909 





ग्लुकोस और ग्लूकोनिक अम्ल लेक्टोन का पृथक पृथक और मिश्रित आकलन [43 


इस प्रकार यह पाया गया है कि ग्ल्‌कोस और ग्लूकोनिक श्रम्ल लेक्टोन के मिश्रण का रासायनिक 
विवेचन उपर्युक्त सीमित विधियों के संयोग से सनन्‍्तोषप्रद हल देता है जिसका श्रभी तक कार्बन डाइ- 
ग्राक्साइड के निर्धारण द्वारा विश्लेषण किया जाता था । 


विवेचना 


यह दर्शाया जा चुका है कि मेटा पर-आयोडिक अम्ल ग्लूकोस श्रीर ग्लूकोनिक अम्ल लेक्टोन 
दोनों के साथ क्रिया करके मात्रात्मकतः फार्मेल्डीहाइड तथा फार्मिक अम्ल में बदल देता है, और इस 
विलयन ग्रभिकर्मक द्वारा ग्रायतनमितितः आकलन किया जा सकता है। यह पहले से ज्ञात है कि हाइपो- 
श्रायोडेट रासायनिक क्रिया द्वारा ग्लूकोस को ग्लूकोनिक अम्ल लंक्टोन में परिणत कर देता है जो आगे इस 
अभिकर्मक के साथ क्रिया नहीं करता है । इसलिये उपर्युक्त दोनों श्रभिकर्मकों के संयोग द्वारा ग्लूकोस और 
ग्लकोनिक श्रम्ल लेक्टोन का, जब ये एक दूसरे में मिश्चित हों, अनुमापी श्राकलन किया जा सकता है । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


डा० आर० सी० कपूर, श्रध्यक्ष, रसायन विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय के हम बहुत आभारी हैं 
जिन्होंने श्रावश्यक सुविधाएँ प्रदान कीं । 


डा० आर० सी० महरोत्रा, अ्रध्यक्ष, रसायन विभाग, जयपुर विश्वविद्यालय को उनके पथप्रदर्शन 
के लिए अनेक धन्यवाद, जिन्होंने अपनी योग्य सलाह प्रदान की । एक लेखक, पी० एस० वर्मा, विश्वविद्यालय 
प्रनुदान आयोग का भी आभारी है, जिसने शोध के हेतु अनुदान प्रदान किया । 


निर्देश 


. कोरटीयस, जे० तथा एल्फविस्कट्राम । अ्रत्षण फरेक० !949, 7, 288-.99; 
केसि० ऐब्सट्रैक्ट, 43, 5339, 


2, हिनटन तथा मकेरा ।' एनालिस्ट, !924, 49, 2. 


3. वर्मा, पी० एस० तथा ग्रोवर, के० सी० । श्रास्ट्र ० जनें० केमि०, 968, 24, 53-4. 


४ 7]373 7ि3॥5॥3र्त &70537॥06[3॥ ?३६79 
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गणित विभाग, एम० श्रार० इंजोनिर्यारेंग कालेज, जयपुर 


[ प्राप्त--नवम्बर 74, 967 |] 
सारांश 


हाल ही में राठी ने फाक्स के 7-फलन सम्बन्धी कतिपय सान्‍त समाकलों का मान निकाला है। इस 
टिप्पणी में उनके परिणाम का पुनः लेखन प्रभाजी समाकलन के सक्सेना आपरेटरों की सहायता से किया 
गया है । परिवरद्धित रूपों से सक्सेना के शोधपत्र में संग्रहीत परिणामों का सार्वीकरण हो जाता है । राइट 
के सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय फलन, मंटलड के सार्वक्रित बेसेल फलनों तथा सार्वी कृत परावलयिक सिलिंडर 
फलनों वाली कुछ विशिष्ट दशायें भो दो गई हैं । 


495६(४"92८ 


4 ख्णा2 ० फटा गंवएटछुएगॉएतगा ०कुरए/थॉगए (925९७०)., 89 ऐए. ए. ]७४०७७, 
6927० 6॥४ ० िवा।र्ा2705, (6. 7. ॥7877660४08 (४00[९80, उ27फपफ-. 


. रिटटलाएपए सिव्वाा2४९ ह8 रएक्रॉपबाल्त 2९४थांए रिया खांद््टाओड गाएगरजार 7-ण्पिटपठ0 
रण #05.. 70 एगस्‍5 7006, 5 एप 798 उटटा) #टए्एर06९7 029 गादोद्रंपए. पड४९ 0 525९7०७) 5 
०एक्बा0ग5 0 7८0०7 इंचाट8:2007.,.. ॥फढ शाठकालव (0705 8ढ7०-22९ प6 7९8प5 तडट्त 
[0 525%९797 8 ए०67... 90726 $76टांो ८88८5 गंतएठएए0३ #फ्ाश708 8९०ा7०छी5९0 ॥99००2९०- 
प्ाटातट फिडटा670, ैनापबपएत75 827९72०३९१ 8८552 पिला0०गड5, बाते 8०्ग्रढाथ्याइटत 9238797000 
2०वें फिटए0ाड 4ए९४ एट९ा 8ए८ए. 


4. भूमिका : हाल ही में सक्सेना* ने गास के हाइप रज्यामितीय फलन 2“ सम्बन्धी सार्वीकृत 
प्रभाजी समाकलन आपरेटरों को निम्तांकित रूपों में पारिभाषित किया है । 


4[/(५४)]>5४[०, 8, %, % : /(»)] 
&7777 (४ प्र हा 
क््लः त कारक ट। मा ट (०, (2-77; 3, 4/<) ५2५ (४) 4ा (4) 


४ [7(४)]5०&([०, 8; 9, % :./ (»)] 


68 ०० 
क् त्त्य्त |. (५, #--% ; १ ; %/|6) #7777/6) ८४ (2) 
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जहाँ “ (०, 8; ८») सामान्य हाइपर-ज्यामितीय फलन को सूचित करते हैं तथा ७, 2, ८ संकीर्ण प्राचल हैं । 
ये आपरेटर 2४(--०) >>%, :02(५») >--/49, 22४(9) > --7/8, /8--/95--], (2-50, --02, --2, .... 
४४-८0, ), 2, ... के लिये विद्यमान हैं तथा /(<) ८ <#(0, ००) यह प्रदर्शित करता है कि [/(»)] 
तथा ४४ /(»)] दोनों आपरेटर विद्यमान हैं तथा “४(0, ००) से सम्बन्धित हैं । 


यहाँ & तथा ४: आपरेटर फाक्स के #-फलन के लिये व्यवहृत हैं । माइजर के 6-फलन तथा इसकी 
समस्त विशिष्ट दशाप्रों से सम्बन्धित परिणाम विशिष्ट दशाश्रों के रूप में निष्पन्न होते हैं । यही नहीं, हमारे 
परिणामों में विशिष्ट दशा के रूप में मेटलेंड का सार्वीक्ृत बेसेल फलन 7 (»), राइट का सार्वीकृत 
हाइपरज्यामितीय फलन /“०५(%) इत्यादि [!, 9. 34] श्रन्तनिहित हैं । 


2. हाल ही में राठी द्वारा प्राप्त परिणाम [5, ४५. ] से प्रारम्भ करते हुये तथा “०-7? 
को ०, # न को 0, $/४ “7#०-# को 7, 2 को 4-+%, ० को %--8--2 अं? 6 को ४, ४| तथा < को 
30 द्वारा प्रतिस्थापित करते हुये तथा परिणामों को अच्छे रूप में प्राप्त करने की दृष्टि से श्रौर कुछ प्राचलों 
को रखने पर कुछ सरलीकररा के अनन्तर हमें 


हा ला) 
| ही अप ह+य किक मेक [दशा 3 40857 


(8)277 -7०) 2 कह, | । (कदम 30), (०,५, ), *:९:०:9 ८0५ ८५) 9 ([8--% “२ 9 20) | 


. ही (8 /) (+ ४, 24 5 ([8--7--%--2, जु0), (4।, 9५) ५ ००४ (६५; 9५)» (७&--%--7 , 32०0) 
(3) 


प्राप्त होगा जो 650, 2४(8)-0, 2७४(१--०-+) ०0, #-0, 4, 2..., 72४(४--9,/--$--- 8) 7708०: 
(८7-73)/०:))<0, #5८57. ...%, ?े>>0. [०7४ ८| < उगेक 








4 
जहाँ शै ४- / ६;:+ < 2/-.“ 2 | के लिए मान्य है । 


छ /चये. उच्काधनाओ है तप 


(3) तथा (4), (2) के बल पर हमें क्रमश : 
2 ॥7 /286 (८५ ) 9 (८५५ 4५) 
| 7 /( ' (६, 97) (4५, ४2))। 


स्स्ड कि 5 कस 42./40 ( “79५ ड0) $ (८4५ 4. )- »००३७ (८६५ ४५); (5// पा 2०0) | 
क, “कर मु ह (8+7-३-7, ३0) (७,०,), -.७ (4 %&), (०--१--, 390) 


(4) 





709 7; ें ) 
रा 5 /25 १: पा (८ /८ /20 2 ॥) हे ! )] 
की 9, / ५ (4, ०) (५५, ०/) 


स्तर _ (हक, हर ५527/26 ० 8 का «मर है 30), (64५ 4.) 9 ०००9 (८१५०५); (+ कह जय केक ८८, डा 
(8), पी 7 (१; 30), (4८,,०, ) 9९०९9 (६0, ०५) 9 (॥ +-%--/, 2०0) 
(5) 


प्रभाजी समाकलन आपरेटर पर टिप्पणी 47 


प्राप्त होंगे जहाँ 2-फलन को कुछ भिन्न संकेत के साथ निम्नांकित प्रकार से पारिभाषित किया 
गया है : 
7४ 7७-४४) 2/ 7(--०-- ०१६) 


(6], ०.) | आग वह 
(0, 8), ---. (04, /89) 


7775 ॥; 


४, ॥| 








६ ६८. 
४“ ॥आा-9--886) 7/ 7(०/--०६८) 


जहाँ » शून्य के तुल्य नहीं है और रिक्त गुरानफल को १ के रूप में मान ,लिया गया है। #£#, 4, १४ 
ऐसी पूर्णसंख्याएं हैं कि 7€:#४&:4, 0&:%<: #; ०।( 755], .../), ,8/( 7557, ...7) धनात्मक प्णासंख्याएं 
हैं तथा ८; (50, .../), 2; 4) ऐसी संकीर्ण संख्याएँ हैं कि 2(9/-,8/£) (#--], . ..४) 
का कोई भी पोल -व+वरई)(7७-१, ... ४) के किसी भी पोल से संगम नहीं करता 
अर्थात्‌ 6 (9॥ --०):5/0(4,-- १०८ ]) (०, ॥१5-0, व., «०; टच. ४०५३ 7 2 हे ॥ 05 है): कटर 4॥., ०--: ८2 
से ०+२०० तक प्रसरित है जिससे कि बिन्द 


0/-- 9 हक 
रा (॥ अल कक पा तय 
बिन्दु जो 2(४/ - 86४) के पोल हैं दाहिनी शोर पड़ते हैं और 


4-7१“ 


रा, 
बिन्दु जो <(7-०-+-०४8) के पोल हैं वे के बाई शोर पढ़ते हैं । 


(4) तथा (5) परिणामों की महत्ता यह है कि ये परिणाम सामान्य प्रकृति के हैं और ये न केवल 
सक्सेना के परिणामों [4, 7. 29] को समाविष्ट करते हैं वरन्‌ ४ तथा & के मान भी बताते हैं जब 
“(»४) को 


(7) राइट के सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय फलन [6, 9. 287] 


(४55. ... 7; १750, ।, ...,) 


; 


44 4६ 4;--०॥४ ) 
-- 22 ) /' 


है मु 
300 7 2 न्ननलटललकर लक मा 
््फै ५ हक 
770 [7 7(8/--,85) 
गज, 


(| 6, , ०१) «००७ (] 20#) 
(0 ) (7 80७) 3/07) (4 8) (0) 





(४) मेटलेंड के सार्वीकृत बेसेल फलन [5, 7. 287] 





(-7£) के 
रण (४) 0* (2-| )/ (7 ० - (27) । )3 (०९ /)| (7) 
तथा 
(7) सार्वक्षित परावलयिक सिलिडर फलन [2, 9. 750] 
को ७0 +-हु। | 7(-)]) तक) € % (8) 


कै? 2 


846 आर० एन० जगेत्या 


पक मॉल न ग 
जह्‌ ०७ अणात्मक संख्या नहीं है तथा |[धा्ट |: ३$(/४--) ४-८, «६०0 । इन फलनों को माइजर के 5-फलन 


के रूप में सम्मिलित नहीं किया गया । 


उदाहरण : 
(४) यदि (4) तथा (3) में १527, ८॥5-...5२८८८--०,८-...१५७०) रखें तो सक्‍सेना 
[4, 7. 29/) द्वारा उद्धृत शर्मा का परिणाम मिलेगा । 


(7) यदि (4) तथा (8) में ४ को 4 द्वारा, ४ को 4 द्वारा, # को #+7 द्वारा को ) द्वारा तथा 
9 को 2 द्वारा प्रतिस्थापित कर तो 


23 ध्‌क।+ 


4०, 3, %, ? : ०० ७(०) ] (8) ४ 2, (+8 
(# गा 4), (०,, 4.) , * ० ४ (०५५40), ((2--%--- , 4) | (9) 


(0, ५)» (8-7-%--, 4), (4, , 9,), ७ (०/,0/), (७--१--! , !) 


॥ 2, धृक7 
आ०, जप १, 7 49/(<) | 8] हे 448, 2+3 


(40१/|-४॥॥ ५ (४५ ४), «६५ (८५, 4.0), (--१/--०, ) 
(* (90408 0:03 (60 600 4 ५४५ (4५, 9५), (] -+%-, !) | (70) 


प्राप्त होगा । 


(77) इसके बाद यदि हम 950, £+7 6/5०-०» तथा 2;5-/७ रखें तो 





23 ४. 
४० 5 5 हद ७) | हा 
), (8--/-3, 7) 
| (/2-7-7%-7, 4), (0, ), (--», /७),/(७--%--) | (4) 





(०, 8, % 7: ४ (0 | हक; है 


([--9%-,/8--?, 4), (3-->/-- ७०, 4) 
2 
(* | 4) (0 48 (को 700५ मल 228 सु 2 ) | 
प्राप्त होगा । 
(7४) यदि हम 955) तथा ४570 रखें तथा (7) में ८, को ->» द्वारा, ४ को & प्रतिस्थापित 
करतो 


४० 8, 9, ? : ७) (0) | सर कप छा | (570 + )4 हे टऑक 72) 4 6 274 ५ +६) | (83) 


(0, 4) (84555) (१०5) 





प्रभाजी समाकलन आपरेटर पर टिप्पणी ]409 


2२92 
४५ 


&#०, 9. ५7५ 6+ (&) | ले कनन तक छत | ( -- %/--3-१, 4),(]--), /»), ( -%--०५ 4) 
१ & है 


(0, 4): (%, ), (]---%--3, ]) | (44) 





(८ में दा 
प्राप्त होगा जहाँ 4५५(७), »(४) तथा & (४) अनुभाग < में दिए हुये हैं । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० पी० एन० राठी का अत्यन्त कृतज्ञ है जिन्होंने इस टिप्पणी के लेखन में मागे- 
दर्शन किया । 


निदश 

).  ब्राक्श्मा, बी० जे० एल० । (0005, /8८॥5, 963, 45, 5389-4]. 

2. गुप्ता, एच० सी० । प्रोसी० नेश० इस्टो० साइंस (इंडिया), 946, 
44(8), 3-56. 

3. राठी, पी० एन० । प्रोसी० कंस्ब्रिण फिला० सोसा० [967, 63, (प्रका- 
शनाधीन) । 

4. सक्सेना, श्रार० के० । मेंथ० जाइटओआि०, [967, 96, 288-9], 

5. राइट, ई० एम० । प्रोसो० लन्‍्दन सेथ० सोसा०, !935, 38, 2577-70, 


6. वही । जन० लबन्दन मेथ ० सोसा०, !935, 40, 286-93, 


४ []3॥3 ?3#75॥43 व /053706/3॥ ?8८/[८०७ 
४०|. 42, ४०. 4, 00८:८०9७/ 969, 732०६ [5-]56 


हाइपरज्यामितीय बहुपदियों पर मेलिन तथा लेपलेस 
के व्यूत्कम सुत्रों का सम्प्रयोग 
मणिलाल शाह 
गरियत विभाग, पी० एस० बी० जी० कालेज, इन्दोर, 
[ प्राप्त--जनवरी 5, ]968 ] 


सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र में मेलिन तथा लेपलेस के व्युत्क्रम सूत्रों का उपयोग करते हुये सार्वीक्षत हाइपर- 
ज्यामितीय बहुपदियों वाले कतिपय समाकलों की प्राप्ति की गई है । हाइपरज्यामितीय बहुपदी सार्वीकृत 
रूप में रहती है और प्रचलों के विद्विष्टीकरण पर कई ज्ञात बहुपदियों के फल प्रदान करती है । इन फलों 
की विशिष्ट दशायें भी दी गई हैं । 


43 9559"22८ 


छठ गए्गाटनईग्फड णाीं ाटॉाफड गणतें ॥गका2र९ड कंधएरतडाएओा ए0०-#ऋराफषॉ922 ६० 
जफुल०एछ2०फाराजाट एछुणएछ०फऋ्रा&5.,. 29 दाग] 50370, 72९02870076570 07 ७/॥९77४१05, 
?. 0४. 8. (५. (+0]॥68०, 7706076. 


क्र फा$ड एछब्ूए7९०0. 5076 स्‍ादशाकोंड इंग्एठएशए 28 इव्यकब्ाइटत ४एए०६९०णालाल2 
700ए7%््शआन पश्शहु ९ाायड बणते ॥,89098९067 8 गापटाइता 0ऋ्रापौबट ॥28ए९ >2ल67 ठ5प्थंग्रदत, 
प्रण्ट 779०8९०फ्राटालठ ए0जर0काशांब] 48 0 3 8०70व/बाइटत या बातें 59 छए6टांबॉीडंए78 ६86 
एगाथा6208  शलाते$3 जटठप्रीड (07 खाए दरा0970 ए0फ76क्रां485,.. ?िबपटप्रो 80 228८8 ० 776 
72878 9ए९ 8050 06९४ 877९7. 


5. संक्षेपण के लिये तथा लिखने में सरलता की दृष्टि से हम निम्नांकित संकुचित संकेतन का 
व्यवहार करंगे:-- 


2 (/ 4 ८0 (6 ) 4 
ह५ (0०; [| * ) _ के (202. 
॥4 | ( ) है ( ०५ /+-0ं (०५), | 


? भर हि 
इस प्रकार (०,), की व्याख्या रा (4,)> के रूप में तथा इसी तरह (2८), की भी व्याख्या की 


52 मणिलाल शाह 
हमने सर्वीकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदी [2] को 


२, (#) +5/८(०-३)४ #+8- 7 | ८ (6 72) के ; /*“] 





ह 
| (८५) फे (५7 
न 5 (0-7)% हज (-] 
70 7: (6५), ? 





रूप में पारिभाषित किया है जिसमें /५ (3, -- ४) द्वारा 8 प्राचल समूह हु हु की हु 2 ह 
का बोध होता है और 8, घन पूर्णाक हैं । 


2. (:) में दोनों ओर ४5% क्वरा जया करने, तथा & के सापेक्ष 0 से ० 


समाकलित करने, समाकलन एवं संकलन के क्रम को बदलने पर, जो कि न्यायसिद्ध हमें (2-) 
की प्राप्ति होगी 


[कि 877 ६६+(०-१)४-7 #+8 4५ | ५ (0, +- १) ५ ः ; /*“| ८ 
५ 


टी ।क्‍ हक न्‍) (०७)८7४-+ (8 -)8-- ८] 


वलननन+ 4 2३४४० ५7५०३ हो; .#--फ७मढ 8? 


7 .. ४! (8,), 


“8 (7:>(। --0) 78. (2*]) 





० की 
(2.) में सम्बन्ध (०) #( कल हा ।(क्‍ | का श्रयोग करने पर 


|! ८ “« (१-( 4 नये )72--7 2+- 82० | 23 (6, ् 22) 7 हा के («० (५ 
» (४ कि 


जज दम (6 हे !)2) 8+8 +८ी है (0, ५ ४ (6, -- (0-- )#), डा है /०| 
५ 
47४ (४) > (--8)&, (29) 
आप्त होगा। (2-2) में मेंलिन के व्युत्कम सूत्र के सम्प्रयोग से' 


डे क्र 09 जन 
८“< ,(0-१)% #+8 4 पक | ४), /**| 


| 07+7० 7 0 जे ९ न-+ 
लक 2 7 कर हर जज डक लक, (“| >पपढा 


८४ (/) > (--8)&. (2-8) 


हाइपरज्यामितीय बहुपदियों पर मेलिन तथ। लेपलेस के व्यूत्क्रम सूत्रों का सम्प्रयोग ]58 
(23) की विशिष्ट दशायें 


8ल्‍5०८व5१, ८ तत॥-+-०----), 20॥5] |-०, 2,5-३ मान रखने पर तथा दोनों ओर 


(-०)9 से गुणा करने पर 


7! 
(०.॥ 8) १, न १/4 ] 7! (०१8)  / कक »००३ (/। 9 ( ते 
६ कक 9 “5 ऋछा | (9५, (४! कार हे /)४ 2 
४ (४) :>0 (24) 


(७8) “न 
जहाँ ९५ ( / ) *) सार्वीक्षेत सिस्टर सेलीन का बहुपदी है श्रौर ०८,१७0 होने पर 


सिस्टर सेलीन के बहुपदी में घटित हो जाता है। 
2288) मे व्म्मल्क0, /25-2, 4++ठ, &,5- 3, 8५ ॥॥ होने पर 
"0-7 ८० 
“20०0० ३,३ |. 708, 0, , /) शा ॥ 7४ ()>0... (2-5) 
0... 
जहाँ 2,(४) तथा झ,,(£, ४, ») बेटमेन तथा राइस की बहुपदियाँ 


82 4) में ?िच्च्छै, बैंलूठे 42: $, 8, 6 तथा (--० रखने पर हमें ज्ञात फल 
[4, 9. 59, ८१०४० (3-5)] मिलेगा । 


०.]) में /[॥--.० ०-१ कर 
3. (2') में 8 2, ८८८--? रखने पर एवं गा [ ५ बम 


(०) # 


॥ ०-7) कल रे 
( ०)#ह52 9) ( कु “| ” संम्बन्धों के प्रयोग करने पर ह 
00 कक है स्ज्नल्क 2 है 
| .. दा लीयनई प 2५ ( ५72, 2 -- ५५ डा ५ “| 4 
0 ५ 


27, -“7277-- 2, धर (८ 
न्त्य (४ -- /) 2+ 2 6- 9 ( 32-- 2... 72, ] _ ८-«> ३78 हा ) 5) 
40४ (7?) [0] 
प्राप्त होगा।। (3'व) में मेलिन के व्युत्कम सूत्र के सम्प्रयोग द्वारा 


“07, --27 - ने 
>>: था पा, ४ ५429 7 ., न्‍्+2 
€ 7 7 (0४ 6 | ४ | 


] 0-7 ०० 7 है ॥ “237-- ४, - 
न्न्ठा मिल (४+8) #+शी 4 । ॥ “37-३४, ]--३/--3%8, 2५ * | कु 


४ (>-#5... (3-2) 


[34 मणिलाल शाह 


(32) की विशिष्ट दशायें 


(0) #--], 4-2, ८5३-)), 2/--%७, 8५च-7-/१-४, /४०7 रखने पर तथा दोनों ओर 
27( 8) दर 
42 


४7+/,(8, १; *) 
(9 ..2 3 _ 
274 8),, काम | जा 7608 /0 ह 2 ( | 9 72 -- )9 2 %) न्‍्ञ का 
0-६:200 


7... शि42 8--2० है -- 3-- 372, + -- 34-- हि 





से गुणा करने पर 





२८ (४) >> --+72 (83) 
जहाँ 2,(8, %; «) बेडीण्ट की बहुपदी है । 
(8) #--(-0०, //---!, होने पर तथा दोनों ओर 2” से गुणा करने पर 


प १8, “7३8४-४2 | 
४ 4, (४) १2 पक १ (८-१) 22५ हे आह आम. हढ) 47 ८! 
(8 (0) >--? (3*4]) 
जहाँ म,(४) हरमाइट बहुपदी है। 


+. (.]) में दोनों श्लोर ०» से गुणा करने, तथा (0, ००), क्षेत्र में » के सापेक्ष समाकलित 
करने, समाकलन एवं संकलन के क्रम को बदल देने पर जो कि न्यायसिद्ध है हमें 


अर हा ८४ (09, --५), ८ 
ऐ €-5४ (०-१) / 8 |। (६ ) ५ ; /*“ 7८५ 





--/४--४ 
ए (-छू) (७+० 
व, 7' 
बाप 7 ॥), कहकर ६(0--7)8-+-%--)॥ 


७४ (7०-४8... (4) 


6 ॥ /&----४ हे 
प्राप्त होगा । (६) में (०,५) नन#ँर्फ हे । है ) सम्बन्ध का प्रयोग करने पर 





॥ €-5% (० --7)7? #+8 4 | हक (0 ३ ए > 22) 9 * /+४ | ्र् 


4 4(0--4 )४--व ) ८७ (०, ४»), (०, (6-4)72--), 5५ , (४८० 
..... (५(6-7)8क ?270+6* 4 6५ कट 





७ (0)>0... (42) 


हाइपरज्यामितीय बहुपदियों पर मेलिन तथा लेपलेस के व्युत्कम सूत्रों का सम्प्रयोग 55 
(42) में लेपलेस के व्यूत्कम सूत्र का प्रयोग करने पर 


प्र 0, -:72), ८4% 
ऋणे-0 ५87 | + | कई /*“| 


] 
सा ((0--)2--4) ठग 


6+£० ] ८“ (0, --१), ८, (0--7)7--4 ), 6 60 
| ५ हुहसाक्रस #+9+ नी ( ' कक पक ]ल् ४4 


70८ ($):>0. (4-3) 


(4*$) की विशिष्ट दशायें 


( +- ५ ) !; 
द्ना से 





8--6व८., ८7२४ --०--१--7, 27557--०, 2४55३ होने पर तथा दोनों ओर 
गुणा करने पर 


0 8 2) . एज 22086 2, 8 ही ५; 
अर पा 5 /« ठ्क्रा | ७7४, | 8. .. 68, 3॥४ है हल 


5 9 १००१9 0 [# जा (०७ 39 +५०)9 ( 


70 (5)>0... (4-4) 


(4 प ः) में हल्ला 0, १2, ड्ल्ड 2 / 0 4, कल 3, कक है रखने प्र 


]. (०-४० 9.) ,. 
का 7 कल | हम 3 ( न जे ४१४ ६४ 

“४ (७)>0 . (4-5) 
जहाँ 2,,(») लेगेण्ड्र बहुपदी है । 


5, (#]) में 8-52, ८८5- 2 रखने पर तथा त दर ते 





(०७-5० (2) (“५ ) , सम्बन्धों की 
७) ०४ च+ 2/, , 9 /,! सम्बन्धों की सहायता से 


| 6-उम्द्टा। हनी, | तब 
0 


(55 
पी | ८% कत (0व 24 (५ ! ठ8 ) 


72४ (७) ->0.... (5-3) 
(5']) में लेपलेस' के व्युत्क्रम सूत्र के सम्प्रयोग से 


मन १ 2, 28 क रू 6 ् || ए.. 7०० ] 6५ 
47 /. 2४ ॥ | | ही | कब | क्रय /4 [६2 55 | 4 


08 (७):०0. (5*2) 
7 


[56 मरि[लाल शाह 


(52) की विशिष्ट दशायें 


() #--, 4-०, ४5०%-+, 03559, 0३77 -“/-778 ॥८्तत्%े रखने पर तथा दोनों 


27(8)% 
!! 


ओर से गुणा करने पर 


[ [एकण ]. ४ #- ७५ 
(8 » 05 &) 75 4५ (8)% क्र हे फिंगयय ४ 2 (2. 5 8--8 9 55) 6१5 ६5 
42४ (५) :->००, (35'3) 


(॥) #--4१550, /४च5- 77 तेथा ७७-2/४, होने पर हमें एक ज्ञात फल [3, 7. 90, ८१०. (2)] 
की प्राप्ति होती है। 
कृतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक डा० वी० एम० भिसे को उनके पथ' प्रदर्शन एवं डा० एस० एम० दासगुप्ता को आवश्यक 
सुविधायें प्रदान करने के लिये अपना आभार प्रदर्शित करता है । 


निदेश 
]. खंडेकर, पी० आर०। प्रोसी ० नेश ० एके ० साइंस (इंडिया), 964, 34, 57-62 
2 शाह, मणिलाल । प्रोसी० नेश० एके० साइस (इंडिया) में प्रकाशनायथे 
प्रेषित 


3. रेनविले, ई० डी० । 89८८ंब #'प्राट7075, न्‍्यूयाकं, 960. 


४ ][0]373 737[5॥9306 /४7059॥96 [397 ?३६7[८2 
४०0 2, 3०0 4, (0८८०७९/ ॥969, ?०४९०६5 |57-66 


समाकल परिवतें-2 
टो० एन० श्रीवास्तव 
गरिप्त विभाग, लायोला कालेज, माण्ट्यल, कनाडा 


[| प्राप्त-फरवरी 0,969 | 


सारांश 


प्रस्तुत शोधपन्र का उद्देश्य बेसेल तथा (४-फलनों के गुणनफल का व्युत्कम स्टाइल्जे परिवतें प्राप्त 
करना एवं इन्हीं फलनों के गुणनफल वाले श्रनन्त समाकल का मान माइजर बेसेल परिवतें तथा स्टाइल्जे 


परिवर्त से सम्बन्धित प्रेमेयों के आधार पर ज्ञात करना है । 
3.05॥7"093.८ 


0४ गण #ं॥ल्टुएथों. (2205 779 है. 829 7. 7, छ8लेए३४०४००, 0०0०७ग6्णा 0 
(७00९८ ६४८8, 7॥,090]29 (7/00586, 7.॥0707९०७, (४०7909. 


%ढ 007]6९८0 ० फा९ 9768९४६ 0०0९7 75 00 60६४9 ९ पराए2ट756 5060 6७68४ एथ75तठिफा 
(76 एए04प८०४ ०7 फ्ैढडइ४ट] ब्याते॑ ७ -फिटा075 6 कॉर्शिकिल्ा: #छपा०शाड बाते ६0 6एश्यप(९ थ7 
प्री बग्राटएुए्गोें 77ए0गजंगए (076 एए09फ02८20 06 3655८ '8709 ए-फिटाठ0678$ ० वर्शिकटाए 27४प- 
76708 ७: ६7९ 9९9 ० 6 ४76९607ए5  2006&शांगए 267 8688८ एाई0फए 2070 (९ 


5006९06१४ 0"६7४0777. 
4. निम्नांकित सांकेतिक प्रतीकों 
809) जा), 80) ७) तथा 8७४0) चृ//) 
का प्रयोग क्रमशः सर्वमान्य लेप्लास परिवर्त 
४७) | «//0) #. 7४ #>0 (.]) 
माइजर बेसेल' परिवततं 
8(/)>४७ | (४07: (७0/0) # . ॥४#>0 (-2) 
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तथा स्टाइल्जे परिवर्त 

80)5% | (#+0)770) के. 7८#>0 (-3) 
के लिये किया जावेगा । 


४ हि के 4. दर्न-नज 4--77-- 
इसके बाद से संकेत / (८; ४) ढ्वारा प्राचलों के समूह /_+ क्व ? 5 ऊन की अभिव्यक्ति 








तथा 7(७--४) द्वारा गुरानफल 7(6--8) /(७-- £) की अ्रभिव्यक्ति की जावेगी । 


आगे के परिणामों में निम्नांकित फल उपयोगी सिद्ध होंगे :-- 





न ०५ 8 दर 
॥ [० 7/,, (/7/) (0... है ( [20 8, | ) धरा 
(६५ #”/ 2 अतन्‍न्‍न्‍>» किन हि हि हा 
न्ू9०-2/-० 7-7 (2+ 7-०5... है (“५ 0 (-४०--३० ४3), ८... (]*4) 
॥4 0।...०8 





जहाँ 2४ (०--»--#--259,):20. यदि #-]...७, 7७(७)>०0, ०«०- /> 2५--३७ तथा 
8 <[< (०--/-- ३१-३७) ए. 


| ड०्ए१, (५0 6, 8 (४ 


३7] 3 डे < ( के 3) 9७9 
/+४255 ( 2 2 


जहाँ 7७ (०--258,)->0 यदि #5-- ... ०, /7>0, «-+-87 980, “0४ (०-- 254;) < ३ -- 25 
यदि $- 8 तथा [४४४ ४|< (०--१-- $१/-- 39) # 


4, ...6 

कक 

हि टग 6 3+458 &(23) 8 १/4 हे /8 ( | -- 79-3०; है (३ जा ! 3) 
छा व अं ) 


73.) 
9 9 हक 8 ध 
9 4«५०० 9 5 / 


]--$०- ०; 3), | ...6..., /3 (।--२०-- ४४; 5 
200 6 ह। 98 ) (4--४०-- ४! /] (-5) 


8 कक 





न (25)7-7/7० (; 





तथा 
०० ध्ट्‌ड 8 
| दंए74, (४) ०... & (डक 
0 





(-6) 
जहाँ 6 (०--०--४४))->0 जब [+--...... ०५ 270, ०-।०2%-- ३0, 0४ (०--254) < ह --25 
जब |5--१ .......१ तथा ००४8 ४|< (०५--(8३-- ३५-३9) # 


ल (:4), (:5) तथा (!:6) सक्सेना के सूत्र | 7, 7 40। (8) ] का अनुगमन करते हैं। 
2. प्रमेय (४'4] : यदि 
;; 
(2) न्नि ४) (2-॥) 
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तथा 
(22) छा काश्कफ्ीक -॥(0)] है ४७५०) (2-2) 


८० 
0 


तो ४(४) #[#(४)] 5६ | 0) 8६ ?) बडे. (2-8) 


यदि 7४ [#(#)]>0, ४(४) तथा #(#) £ के संतत फलन हैं जो & से स्वतन्त्र हैं और (2) (22) तथा 
(2:3) के समाकलों का अ्रस्तित्व है । 


उपपत्ति : परिभाषा के आधार पर 
४(/2) ४[(/(/) ] गन ॥(/)४(/) | [&#09) ]77# , [२४॥(/) |) «८ (24) 
(22) के प्रयोग से उपर्यृक्त समीकरण 
४(0) ४[/(/) | ५ | 2? | (0-7)  &(<, ४) ४४ (अं) ४4. (25) 
में घटित हो जावेगा । श्रब (25) में समाकलन-क्रम को बदल देने पर तुरन्त फल की प्राप्ति हो जावेगी । 


उपर्युक्त प्रमेय में कथित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत (25) में समाकलन के क्रम को द ला वाली 
पुसिन प्रमेय [ 2, 7 504 ] के श्राधार पर परिवर्तित करना न्यायसंगत है । इसी प्रकार की एक प्रमेय 
माइजर बेसेल परिवर्त के लिए राठी ने [6, 7 367 | दी है। 


प्रमेय (2-2) : यदि 


४(/) क्री! /) (26) 
तथा ह 
$(/) नर 7-//+7/5 /  (&/) / (४) (27) 
तो , 
हक ही | (ए-॥0/2-79 , (6670 9, (#/०) (४) &!. (2-8) 
78८ 2 0 क्‍ (४ +$, 


यदि ०-<०<७, 2-70 |>+४7:>--] तथा (26) एवं (27) में निहित समाकलों का अस्तित्व हो । 
उपपत्ति : हमें ज्ञात है कि [4, [0 227 (24)] 
2/7-॥/0/2१7 7 (६8४१) # , (8/#72.) न 6(०-०/४7 (८6३). 9 (077/“ (2-9) 


जहाँ 0<6<89, 2-08 ८० रपट 9 7० -- ही प 
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(2-7) से यह निकलता है कि 
५ (/) 5 के बे (67)7726 , (#)#7-#+7/027, (७) /(6) ८ (2*0) 
(2 0) के समाकल में (29) से #/-#+/27, (७) &,, (#8) का मान प्रतिस्थापित करने पर 
हमें कुछ सरलीकरण के परचात्‌ 


४05८८ 6) ० | एनम)-ऋए-न०ााक,, (बटाए,) ३, (20०० 47 हवा) 


(2 ) में समाकलन क्रम को बदल देने प्र निम्न फल प्राप्त होता है :-- 


$(/) च्फ् (6) | 4 बह (८27०4, (#<7/2) व. . ् (2 +-2)- (४) ८४ (2:]2) 


(2 2) में (26) को प्रयुक्त करने पर फल (2-8) की तुरन्त प्राप्ति होती है ! 


प्रमेय में कथित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत (2:) में समाकल के क्रम का परिवर्तन द ला पूसिन 
प्रमेय [2. 97 504] के द्वारा न्यायसंगत है । 


3. सम्प्रयोग : इस श्रनुभाग में प्रमेय (2:) तथा (22) के सम्प्रयोगों को उदाहरणों के रूप 
में प्राप्त किया जावेगा । 


उदाहरण 3- : माना कि प्रमेय (2:।) में 


/0८०+ (ड2० | 28०) (3-) 
जहाँ 5 घन पूरक है । (!:4) का प्रयोग करने पर 
४७) ट्री एल लक 5 [08 | 04353 "कक. 
अब 
४(४) ---2#0-४०७--०)-॥/१7,, [8(#-०) /शु (3-3) 
/#(68) (7४2 (3-4) 


को लेकर [4. 97 229 (35)] का सम्प्रयोग करने पर 


4५ ( रत, /) ३ (2 के [५-१ (68 +८)7/४ श्र [ ॥/! (४ -- ८)7/ 2] (3 5) 


के (९० हे (१-४) | | 3५ (०५४) +अंप | (2 शा | अं | 2", (७५०१) ) | 
जहाँ ४> 8:->0, [20४ (५) |<78 (2) <4--/2४ (/») . 


समाकल परिवते-2 ]6] 
(।'5) तथा (१:6) से यह भ्रनुगमन होता है कि 
| 2) 2५५ है) गे -- (25) /2 ( 6१-7४ (४--०)//४, [2४-०१]. 
२2 0०. 8+5 /८<% 98 )45 
मै [९० [(१-४) हा | 0.५५, 8 ( रे 


-- भंप |(१- तर) गा | हा (या ८५ (३-८ 7 हे है गा 39; ४) )] (3-6) 





८४ (३-४०; 5), था १ और हे के 5॥/, 5) 
8,...० । 


4875«< 6 


(3-3), (3-2) तथा (3-5) के सम्प्रयोग द्वारा इसकी पुष्टि सरलतापूर्वक की जा सकती है । 


_3 4 (24%) 77४ 


( 2 ८ ) (५४ 





४(/)##(४)]---५ (2) #' 


2४५ [08-०४] ७ 





१/+ १३५ 


८९५ /2+2& ( 2 कट 2] 





८ (६:-३7०; ४), ५. 4. 3. 
228 ).. (8) 

(2-3) का (3-6) तथा (8-7) में प्रयोग करने, प्राचलों में श्रावश्यक परिवतंन करने तथा 6-फलन 
के गुणों [3. 77 209, (7) & (9) का प्रयोग करने पर यह देखा जाता है कि 


4... .4"%/ ) 
8, ..8५ 


-#2००)य/[०३-००१ 6. ६ (क 





कु टी 6(7+०7/१७५ [३१ ७+०४श] 


/ & रह 
है (व (१ 7, क | १9425 (० 88५ (५-३०, ४) 


9 0. /3 ७5(४- 5०% 5) 
दि १/3 हि । ०+ 
गा शा (2 2१) ॥०,.., 545 (८४ 8, ...१08, / (3-37; 0) की 


जहाँ /४ (१-- 50) >> $ यदि /--...०, | 278 ? |< गा ०«--/7>327+-३0--5५ २0४ (॥--5०|-॥४/2) < $+-$ 
यदि 55।.../, | ०8 ४ |< (०--/१--३७- ३0०--४) ” 


१ 0८ ४५ ०] 








यदि हम (38) में 5-], 2--३०+-! रखें तो हमें निम्न|कित रोचक फल प्राप्त होगा:-- 


क्‍ है ०, (8 4, ..-4., 
7/2+7/4 # -- ८) (24 ५ [8 #--०) बह कि ० (%% 8... कक | 





4, ...4%, 8 (3-9) 


४ हज 
रे ६४/॥+/4(8 -[- ८)-/४/१ 7, [8(/--८) ११] (०, 84+-4 ( रद 8,...88, औ-39 
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जहा 4८ ( ०-0 )>>--३ यदि #--] 0 | 8"९ दम 5. 7 32»/-+-३0 -. 708 (२# 76; )< $ 
यदि | 3. तथा | ०७४ 4 [<(०--/१- ३३9 - 9 --  ) #- 


' 0->0 अतः फल (3:9॥ एक ज्ञात फल [4, 97, 282 (55)] में घठित हो जाता है । 


उदाहरण 3-2 माना कि प्रमेय (22) में 


3/ &ह7. 6] ...4 
है तल व 6 (छा हा पि ) (8-0) 


जिसमें » धन पुर्णाक है । अरब (26) में सक्सेना के सूत्र [8, 97 34, (0,] का व्यवहार करने से 


67/2+ा वकाछ रिकक /. ८68४ | (५ (--३०; शो; ८7 
२ (/) (वन भा ३/+2५ 0 +॥ (हक कल का ४४), ँ १) (०. [) 





जहाँ &८४ (3 +इ०न-7०)) >>0 जब 5-१ ...०, 20४ (3०--४4;) <% जब 75--... | वाह 8 [सम 
| 278 ८ |< (८-+-१--३०/-३०) # तथा ०+-8:>3(/+-०) 


अरब (2-7) तथा (3-0) से यह निकलता है कि 





३. 
;(/?) हर ४77/#+7/2, / (८7)7(/) (3*2) 
के 8/2 है/-/(+0०+7 37 [ ८४27 | 4,...4) 
शो 2 ॥ 9 (7) <॥४ (६४) ( (किक 6 है ५४, 
०. (&/2)/#+9॥ 
बज अल का पर 7 पल अपन तलाक आम * 
3 कक आह न हा ही कर 


अग्रतः (3:2) बदलकर 


4 उडी 4 
५४( 8) रा हु ः है४/7(/+०++ &६ ,, (/7) 


0 है 2)/7243॥ ०0५ 8 6 47 6....54 
डः _ (4८/2)/7 ) ला कक हि 4३ 
हे (2 8४ 4 (४-7 7४--7 ) 9 (9७% | 6, ...8५ 4४... (3-4) 





हो जाता है। (3:4) में समाकलन एवं संकलन का क्रम बदलने पर 





7222 च्छ (4/2] ((+३॥४ ग् 
)चा ४ /2 न्ाफाडडपजतपच--++ ६/+2#7+0 +_ 
(/) ्‌ 2 2 6 4 (/७--१४-- 


दर 9, (7 / दशिक + 6।... 4 2 
(5 (6४) 0... ५ (कार ४४2] कप का 
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जात फल [5, 9 49 (33)] के द्वारा समाकल (3'5) का मान निकालने पर थोड़े सरलीकरण 
के अनन्तर हमें 


2. (श2) /+श्ा+0+7 (३6) +4॥॥ (-(7+20-+०+-/2) 
(?)55 2 . (छछहगाश “फऋज़फकफपाए (3*6) 


0 





है 6.५ ८ | ८ (-- उै०-- 27 --3०0--#४; /2) , न जज 


272७ 9 6३४ 8... 


प्राप्त होगा जिसमें [2 ४777 (20 )-- ४- ०-० +-2]:>0 यदि 7ल्‍--...०, ९४ #>> 22४ ६०0, 
०--83%-+$0-+-8 तथा | 2८ ४ |<(०--- ३३-३७--४) # 


अब (28) में /(#) का मान (3'6) से तथा ४४) का मान (3-32) से प्रतिस्थापित करने 
पर और ग्राचलों में उपथुक्त परिवर्तेत करने पर थोड़े सरलीकरण के पद्चात्‌ हमें महत्वपूर्ण फल 


4, ... ४7) हि 
:. 


00 ' ०, | ( 
हो 9, (८।१) 3, (#7/०) 6., ६ [८४० बा 





42 2) 2)04/0+] ४) है (८,,/0) है॥/ 
2 ॥ हु ( 6 कं है + कक /72 | /( (2 के े 72 ्ि ] ) 


नन्न्बे 


हु 6 24402 (८ 272 का| (७ (--7३(०-- ३०-०० ४४--२४ ४), 4] ...५.,, ८ (27-+ >ै॥८ -- २; 9) 
१+अ#% 0+॥ 5 8, ...१8, (४ (379--३/५--); 72) 


(3- 7) 
की प्राप्ति होगी जो 7७४ (]७--३॥५-+-)--] -- एण० ४0,)->0 यदि 7--...८; ०, 8>0 #0 (2-- ].-.95 


॥६;) << 0 यदि 7.--[.. 3), ०-+>०३2(४७--०) तथा [००४८ (< (०७--३--३१-३०७०) », के लिये वेध 
होगा । 


अ्रब (3:4) में समाकलन तथा संकलन के क्रम को परिवर्तित करना न्यायसंगत मानने के लिये 
हम देखते हैं कि ४) (3-4) में अ्रनन्‍्त श्रेणी #>0 के लिये परम अभिसारी है, (४) इस श्रनन्त श्रेणी का 
गुणाक # का संतत फलन है यदि #>0 क्योंकि 5. (2४) तथा ७ ढ कर ) ४ के संतत फलन हैं यदि ४:>0 
तथा (77) फल (8-6) में दिये गये प्रतिबन्धों के अन्तर्गत (3-2) का समाकल जो $(/£) को पारिभाषित 
करता है परम अभिसारी है। इस प्रकार $(७) का अस्तित्व है जिसके फलस्वरूप (3-6) में भ्रनन्त श्रेणी 
प्रभिसारी है। श्रतः (3'4) में समाकलन एवं संकलन के क्रम में परिवर्तत [2, 97 500, 0४५०:८०७ 2] के 


कारण न्यायसंगत है ! 
07 4 
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विशिष्ट दशायें 
(0) यदि हम (377) में «-5, (855४; 955७, 95-9+] तथा »--# रखें तो थोड़ा सरल करने 
प्र हमें 


60 पी 'द /4। 
रा दा/4 68/7/2) »+/' 2005 £ हु -““| 
| हा, ( )४६ ) #* 4 (9, हे 9५ 


2थ+०6/ «०. (/2)% 2 (इ/४-८औै० 6 7) 
तइक्मफ़ाओ 5 कराजफरयकछयाओ): शफि-%#%-+) री ++ ईशना 0 





८ (]-- ३/७-- ३० 4-77-- ४5 7) ८ 27067 , 
। (#) | (3-8) 


2८ #+शरकर | 


प्राप्त होगा जिसमें ४ (३/४--$०-5)+7->0, (४ (20-- -- 28 7795 6,) <0 यदि 5-१... तथा 
4, 8:70. 


और यदि #--0, 45-, 7--०-+-, ४55! रखें तथा (3:8) में ८ को ८*|4 के द्वारा पुनः स्थापित 
कर और सम्बन्ध 


#, [-६ /+प -ईअ८ [9). 7(७+7)70 02) 
का प्रयोग करें तो यह बली के सूत्र में घटित हो जाता है । 


किन्तु जब #--2, 4-5७, ४त्न , ८ ३ जि+-0+) तत डे वे+ 02): धरे ॥५ १३२३४: 
0, >-ते+-०-+-] तथा ४७८० तो सूत्र 


नी लेनी 0५ 2 नी अगै पा 4 2) _ ?(2+)2"(०+7१9 द्धु 
5 सह ]--/, | +->+-४ हज | 3 ३ (2) (२५ 


$5) 7 
के कारण फल (3:8) 
| 7727, (८६/9) 3, (0772) 7, (८7/3) 7 , (८75) ६6 (3'9) 
0 


227 ले 206. 3 80 0 आम व नगर 
जकास का ७97 छका (५ को ककनछनीओ । गिए-औ४न 7] +/7$/+ 0) 


]--3/:-- 3०--&, 3(-- 2-७), ३(2+ २+-/) 53] । 


हक 
हर .-), --6 ने? 


में घटित होता है जिसमें ##[#--३(८-+-०--०) +]>0, २४ (#- ३82) <09 तथा ८, 9, ८०० 


समाकल परिवतें-2 65 
(0) यदि हम (3*7) में ७.55, 0 % न 7५ 0ैव- 2५ #/55-34. 4,55/--/--7 , 


8,----१४-- ३ और ४/,--7--774-३ रखें और सम्बन्ध 


हे कु ८--/--7 
“264 &%,,,, (5)-> ०, ( 5 १ 


का व्यवहार कर तो हमें 


हीना, (दाह?) 20 (087) 6०३ १७५, ,, (४6) ४ 


6/0220+2 (4/8) 2/0 29 2 (दर -- ०-- $/४८:77४-- है, 25३5 जल] » उे/-- (6 -- ै 
+ ६६ 84%+//+4 8४! / ((५--१३४ +-२) 2 74 3 88 /.-97-- है, डै/- है।४ “थे ) 





(3-20) 
प्राप्त होगा जहाँ 26 (॥-+-7--३/८--३०--४०-- है) 20 तथा ७, 8, ८:०0. 


(07) ७०६4, 8550, १52, 0-54, पतन] , ध] तन |, 42557 --/, 0] उ२ 2, 29750, 935८ ३--११, 
9,८-२-१% रखने पर तथा (3:7) में ० को ८१/4 द्वारा पुनःस्थापित करने पर हमें 


] गिरी, (बाज), (का) कक) कर. (का ०) ० 


० अरकठ७-04# न 4००० 


2260 ७... (०/०)१ 6 /2 | -ह॥:4े/77१/ ८०९७ -:7, ४७०३४ पथ 
85 0, 39 है र८व० औशणा है।४ “हे 


(3*2]) 
प्राप्त होगा जिसमें ४४ (3-- 3/«--3०-- 277 -- 2770 -- ३)>0 तथा 6, ०, ८:०0. 


कतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक, जोधपुर विश्वविद्यालय के डा० आर० के० सक्‍्सेता का आभारी है जिन्होंने इस शोधपत्र 
की तंयारी में भ्रप् सुझावों से प्रेरित किया । 
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आत्म व्युत्कम फलनों वाले परिभित समाकल 


ओ० पी० शर्मा 
गरियत विभाग, होल्कर सांइस कालेज, इन्दोर 


[ प्राप्त--मार्च 25, 968 ] 
सारांश 


इस शोधपत्र में कतिपय प्रमेयों की स्थापना ऐसे वर्ग के फलनों के अनुसन्धान के हेतु की गई हैं 
कि यदि सार्वीक्षत हेकेल परिवतें में ७(४)&77/27(७) का व्यूत्कम हो तो &7/५४(/४) अ्रन्य कोटि के उसी 
परिवतें में ७(४) का व्युत्कम होगा । ऐसे फलनों के कुछ गुणों की विवेचना की गई है और अन्त में 
कतिपय आत्म व्युत्कम फलनों को समाकल समीकरण्णों के हलों के रूप में प्राप्त किया गया है । 


06 057"2. 0: 


छएेटपचा(९ पचाल्शुएशॉड #ंघ्ए०फएांगडए 5९#-+४९ट०ॉफ़ुए०८०ं फ्िटए/ण्ओ, 89 (0. ?. 8887779, 
[7९22७7677 0 /०४४ढ४०028, *7ि0788.0 52८6४८९ (४00622८, 77007८. 


[ए पड एब०००, ०८००(७४७० (007ट775 ॥2ए76 7266४ 6४:०० 8४४९० (0 77ए८४2६(९८ 89 2]953 ० 
पिएट(005$ $फटी एड एव &77727%) 48 #6टाए970००] 6 (४) ए 6 8ालबाइटत फिंबगोटट[ (#978- 
60779, तैढफिलत तर (3-2), पाला आए [|) छा छू ह7#टछाए70८8॥ 0 (४४) 79 ४96 8०776 
(7७708077%7 0 87000067 07467... 80776 9707&7/(65 0 इपटी) पिटा[ठ060753 #48ए९6 76९7 दांइटप्र5ढते 
बाते फरिगीए टल्ॉशाए इटोनजजटिटोीए702०8) फिटा।0708$ ॥8ए6 एछथटा ठरगिएटत 38 80प0075 6 
]7068973/ ९0प०७(४0778. 


. हैंकेल परिवर्त 
20) «5 | ४७०) % (-) 


के सार्वीकरण का सन्तिविश सममित फूरियर न्यष्टि का प्रगोग करते हये किया जा सकता है जिसे 
नारायण [8, 9. 95]] ने 


गे ०9 7 £ ८. , ..., 40, ““4,, ..., 4 
80») 5 ९ ॥ 30५ 03 स्‍ 2 344 | 59 26 4 रे प | १९९८ 40, (]"2) 


59 ** ०9 8८, --0,, # 0 ० 


रूप में दिया है जिसमें / तथा » वास्तविक अचर हैं । 


68 ग्रो० पी० शर्मा 
(-2) में हम ४(») को /(&) के 6(७/; &/)-परिवर्त के रूप में पुकारेंगे। 


(-9) में 8-3, »-], #--0, --, तथा 8/--2०», रखने पर यह (१') में घटित हो 
जाता है। 


नारायण द्वारा दिये गये प्रतिस्थापनों [8, 9. 957] का प्रयोग करने पर (:2) का न्यष्टि 
विशिष्ट दशाओं के रूप में वे विभिन्न न्यष्टियाँ प्रदान करता है जो वाटसन [, 9- 308], भटनागर 
[. 9. 43], नारायण [6, 9. 277] तथा [7, 9. 298] एवेरिट [4, 0. 27]] द्वारा दी गई हैं। 


यदि (.2) में /४)5-४(४), तो हम 7») को ('2) में झात्म व्युत्कम कहेंगे और इसे सांकेतिक 
रूप में (०५; 8,) ढ्वारा प्रदर्शित करंगे । 


हम यह भी कहेंगे कि /(&) का सम्बन्ध 4(०, ८) से है जिसमें 0<०&<:#, ४<$ यदि (3) यह 
४ --#४४० का वेश्लेषिक फलन हो जिसका कोण ४ जो #70, [0|<०, द्वारा पारिभाषित हो नियमित हो 
(४) यह नघु * के लिये 0([४|-५-०) तथा दीर्धघ * के लिए 0(|[&|४ 776 हो, चाहे कोई धनात्मक «८ हो और 
कोई भी कोण |0|&०-२<० में शतत हो । 


इस शोधपन्न का उद्देश्य ऐसे फलनों की श्रेणी पर अनुसन्धान करना है जो यदि सार्वीक्षत हैँकेल 
परिवतं (-2) में &;7/%(77५) के 6(&) का व्युत्कम हो तो ४:7/%7(४-7) दूसरी कोटि के उसी परिवते में 
6(७) का व्यूत्कम होगा । ऐसे फलनों की प्रकृति का भी अध्ययन किया गया है और गआात्मव्युत्कम फलनों 
वाले निश्चित समाकलों को विशिष्ट प्रकार के सम्बन्ध की तुष्टि करते हुये दिखाया गया है। समाकल 
समीकररों के हलों के रूप में भी कतिपय आत्म-व्युत्कम फलनों को सार्वीक्षत हैँकेल परिवरते के व्युत्कम 
सूत्र [5, 9. 400] के प्रयोग द्वारा व्युत्पन्न किया गया है। 


2. प्रमेय ॥ : यदि (४) /2(७५; 2५) हो अर्थात्‌ समाकल समीकररा 





00-28 [ (४)7 ४४6 ५; [87४0४ 


कल 
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65 5०5 9 774५ २०९५ ४] हा] 
(2") 
का हल हो तथा यदि 
(05. ॥/१॥0)/(॥) 
जिसमें ४ धनात्मक श्रथवा शुन्य हो तथा /(४) ऐसा कोई फलन हो जिससे कि 
४ (४)5-४ (/8), 


तो &(४) भी 72०, 8५) होगा अर्थात्‌ समाकल समीकरण (2') का हल होगा किन्तु शर्त यह है कि जो 
भी समाकल सन्निहित हैं वे पूरातया तथा एकरूप से अभिसारी हों । 
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उपपत्ति : हमें ज्ञात है कि 





0 ५, ? ध्‌ (/। [4 
१ १/-॥./2 (2 9 |। | (2) १) ** "/2 9 49 ** ६: | 
222 |, (४) 49, 24 5 (& ) 6 6५) -४, ..-3 (£) 4 
न आम 
० न ० 47 “703, “94 





« [7 या (00) ४४ 
2८ 
सम28%9 | । (६-7/थ 7 (४४) 2 | (&/)777/* ०, , ४ |#/(४)2 । हे ०००७ कि 5:2० हि 
ध् 9 काआ ड़ आ .] ]१ «००१ 
><[(#४) . 4/ 


/द 260 777/2 47२2 [ ., /४४१११ 
52% [/०# ७) % [ (६) ०५, ७ [/ ५) 


4, री] 4/, हट 4, *+०*०५ ४] 
०, , ९०६७ 9५, “03, बी. --00 


>< (४) 4 





दे य ६-3/2३7 (६४) /(४/४) व; [क्योंकि /(») तुल्य है | (०५; १५) के] 


नव ६-7/2% (|//)/(४/) 4/ 
नतट(४), 
78) ७ 7१(॥8) . 
इसलिये ४(»), (०५ 2५) है । 
जब ८८-0०, तो उपर्युक्त प्रमेय को ऐसे रूप में व्यक्त किया जा सकता है जिससे कि 


2(») 5 है (४४) -7/27 (४/५) / (४) ८४, 


706५; ४4) के तुल्य हो। इसका प्रत्यक्ष उदाहरण 


(४५४...८०//) (४ 


/7 (४) लत हब्पल्कर 2 


को लेने से प्राप्त होता है जिस दक्षा में 2((०/; 2५) फलन को निम्न रूप में प्राप्त करते हैं 


5०७4 काप-क्सवम+-पाएजकम+ थक पल २००११ 
3 मन+क+मनन ममनकमन्‍्कक+ हनकसापमम#अममतभ9१+ ५९०४ 'बन्‍बअ 


| (2४) १7०४४“ + ४72 /(४) #, 
0 
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जिसमें /(४), #(०;; 8५) है । इसतर्क को 5-0 रखकर व्यापक बनाया जा सकता है। तब , संगत फल 
निम्नकित होगा : 


प्रमेय वा : यदि /(४) 2(०८; 2५) हो श्रर्थात्‌ समाकल समीकरण (2-) का हल हो तथा 6(&) 
इस प्रकार हो कि 


०० 45 ? [दर 4५, --६ --4 
व (8) >८८2 07% ४6)777/2 (८, 2/486 )80/ | 70 * ३ (2 2५ /] (78) ८४ 
हि (2) /:) (६ ) [99 20 (8 / । 0 री 6 __ 8, , 3320 9५ ( ) 


तथा 


शा ५० 30 नरक है. ५ «०9८ थक ' हहललकी २५ 





तो फलन &(४) जिसे 
४00 | गा )/(8) ०, 
८ 0 


द्वारा सूचित करते हैं 7(८; ०५) होगा अर्थात्‌ (2') का हल होगा जिसके सभी ८ तथा सभी ४ क्रमश : 
“ तथा ४ द्वारा पुनःस्थापित होंगे जिसमें (0, ००) में ७(४) शतत फलन होगा और लघु मान के लिए 
0(४") तथा उच्चमान के लिए 0(४-०) होगा । /() का सम्बन्ध (७, ४), 702 (2»--2) -- 4970 -- 7>0 
(#-, ..., १), ४0४ (2/--20--4%०/-)>>20(/5-, ..., /) से होगा तथा क्रमश : ऐसी अ्रवस्थायें 
होंगी जसी कि 4४ तथा % को 4 तथा ०४ (# #-], ..., /; #-!, ..., 4) द्वारा पुनः स्थापित करने पर । 


उपपत्ति: हम जानते हैं कि 
&(») -- ॥ + हाफ (ह) () व 
0 


अथवा 





&(») +४|3) ु  (<४) ///4 2 मद [#४ 72) 2? ८, $००) ८0, 74, , 2:५४५-% 45% | 
0 0 ; 2 *# 94; «४३५ | न++ 42] 2000 ++ ०५ 


(१ 


>< (४7)777/2 6(%) बंद 


०० हे ८५, “7: 6 | हक 
__> ००., ८ ८ 2) 6 ट 
-- 28, |! 6 (2) ४४ | ५७, 2० | (४४) 8 की आम सिक हि 


>< (४) 777/2 /(&8) ८ 





हिन्दी दल 5" 


८. ., *६०) ८५, ः०,, «००० कक ४] 
203 203 2५3 लटक ००७ स्टट6 


></(४) 6०/ 


आत्म व्यत्कम फलनों वाले परिमित समाकल [77 
74] ०७)/७४०) &४ [क्योंकि /(+)-7१(०५ 20) 
स्प- | ०) ( (४४) बंध, (2 *£) 
अतः 


20 | (४)777० 600 ५, [ 8१) 





7 आम अर 
है हि _ ७. €(#) व 


१9 8००० (4 | जद पु ै.। कब ० ह.] 


दा १ 2 
289 | ७0)7-7 600, ५, [ #0(०) १ 





6], -5-७ ८8, ::6,, ..., “५4५ | रे 
(| 
4, , अर क ५८, -०,, ०० “7०५ 


9८ गा (6६७५) &४ 


+-28 दे (४) ८ | (४४ ) /7/& 6 ॥2; [8७027 (०, ५ 60, +- 2 स् 8 
जब # 0 बन 0 22. 26 | 4, , 8००७ ८५, नाथ, *+०० ५ “०५ 


>< (४(/४) ८ 


28, | २) % | (4) ०» ४ दे बे 


१2 


» “* ८७ “4,, ..., -- ८; 
>€ 0(४) ८ 
डा ७77 /(६)(७/४)  7/2#'(४/2) 4४ 
0 
गा 87/82/0708) &॥ 
0 
-&(२). (2-9) 


अतः: (७) ++२(०५; ८,). 


प्रमेय में कथित दशाओं के अन्तगंत (2:2) तथा (2.3 ) के समाकलन क्रमों में परिवर्तन करना 
द ला वाले पूसिन प्रमेय [3, 9. 504] के अनुसार विहित होगा । इससे प्रमेय 77 की उपपत्ति प्री 
हो जाती है । 


तक॑ से यह भी निकलता है कि 
प्रमेय गा : यदि 66) द्वारा प्रमेय ॥7 की शर्तें पूरी हों तो 


&(») +« कि 6(दबो (४) ४ 
“८७; 4५) होगा । 
< 2 5 
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प्रसेय ॥५ : यदि /(४) बराबर 22(८५; ८६) तथा £(&) बराबर /(०५; ०५) तो फलन 
2&7/586 2८ पा &(9) (७9) ४9 (2*4) 


ऐसा होगा कि &/27(४) का 0(०; ८६) परिवर्त &/ध'(/४) के 6(०॥; व) परिवते के तुल्य होगा । 


उपपत्ति : .. £(») बराबर है (/०५; 2५) के भ्रत : लेखक" की प्रमेय से 
का 7(-2 थ न-9: -+- 
क्च 4)... ४ 22 हि 
-/2क(५४) 57: | ७9) % | 8-४0 "-+_मऊऊऊ्ममतन+ः ४४2४ # 
0 व 
च्य 4)... + 7 29 


प्राप्त होगा जहाँ 
४ (५) 5०४ (--5) . 
अ्रत : 


हर 
| (/८+४० न $ के श्र न 5.) 
और म कम यम अिफलल अल 


(5) थे; ॥ः /(७9)97४ 68 


4 /' 
उच् 





0 20--+ हि 
[ का 979, ) 


समाकलन के क्रम का विलोमन विहित माना जावेगा यदि /(&) तथा #(&) दोनों 4(०, ८) से 
सम्बन्धित हों । 





अतः 
6 प 20/-7 हे 
| ग रे दे ( बढ़ ४+%),) रे 
&7/भुए (७) हल (000३0 अनतताययााद्तयियययण: /5)%४7 # 
गा | 6-३० ह॒ | शिप्टि [ - ) 
न्न्न्य्द 
क्त 4) 2% 


« [* ५7७०) %. 
09 
अरब *. /(&), “:(८५; ८;) के बराबर है ग्रतः 


(गदर +०+%) 
/+[०० ४5 / दि 
/ थ) कम | हक, ्यपाययादनन्नतनन ॥ (3४ ४ 4४. 


हट ह ए्‌ 
जा 
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2 





जहाँ 
९४ (5) 5२९ (-४5) : 
इसलिये मेलिन के व्युत्कम सूत्र द्वारा 
॥॥॥ ्ष्ट्फि "पथ +55) 
०0 है 4 | 
| तो 8 (६४) ८, न -5/29 | हम _०कढ) ९4 (5) ध 
0 री 
प्य' -५+%95,,) 
है 4) 20) 
४ को (---5) द्वारा पुनःस्थापित करने पर 
(्‌ 2%/- 
न मल बल, ) 
4, हा २५ 29 ४ 
॥ का (६) धंध-८5.2४77/57 , ' 4 (3) . 
0 7 हा 22 - 7 हे 5 
75 +)/ छ) 
ग्रत: 
27--॥ ह/। नि 
दी रण हे न 6; +क)) 8 ५ शशि न 4; च हे | 
०० ' पे 5 
%-7/2%' (४) किक |. 6 मम ( (४) %4-7 65 
2772 07 7 कि ] हम ) | कि प् || ४ 
4 । 4) 27 29 है।53। 4१ हा, “5; 
7" ४ अर ४१ 7 2+%/--॥ 5 
हि का 
| /7-८+६० ४ थे 3्ना हु 
हे | है के , डा ४5] 22202 हा का अ हज कक डे वर | बे 244३4 ०० कम ८४०8: (5) ध्य ४ 
7-८- ४2 ८० 7! <*/ रे 
7 7-०) 2 ा[ 7 -५+5) 
उा ५ 49 2, रो, 4. 74739, 
(25) 
जहाँ 
25) 5०१८(-४)- (2-6) 


इस समाकल के रूप से यह प्रदर्शित होता है कि «/2/7(४) ऐसा फलन है कि &7//'(&) 
का ०७(८;; ८४५) परिवते &-7/27(|») के ०(०५; ४५) परिवतें के तुल्य है । 
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प्रमेय 9 : यदि 2.०) «| +#(2)/%89) % 


को > #(७(9)7(9) %, 


जिसमें /(४)72(८७; ८:) के तथा #(»)#२ (७७; 8,) के बराबर है और दोनों ही 4(०, ८) से सम्बन्धित हैं 
तो 0५४) का रूप 
लक ५ 25--॥ 
8 श्षि ++9)) 22 7“ुय+4+% ] 
८+7०० उत्य ६2 हल & 
०७७०-5५ [8४० . "-उूतव्३]पपव्क ऊाय- 7 
“१! | ८-४० (22 ] 3॥ #“. _/2%+--] 
४! - 87%) । न परत नततह 
है हे है /+ 9), ४7 । 48१ है 2) 
होगा जहाँ /(७) से (26) की तुष्टि होगी । 
यदि हम प्रमेय ।५ की भाँति अग्रसर हों तो यह प्रमेय प्राप्त होगी । 
यह सरलता से सम्पुष्ट हो सकता है कि 0 (४) इस प्रकार का है कि यदि 2.(४) का 6(०॥ ८५) 
परिवर्त «777 (७) हो तो 0 (४) का 6(७५; 84) परिवर्त &-7/थ7(] |४) होगा। 


“2']. विशिष्ट दशायें 


() (55४, #>--, 2 हु ६-२४, 4[5२/४--४४-- 355 47, 453४ 6] उत--78 -- ह -- ह/८, 
४/००३/४ तेथा ४6,--३२/४-+2% रखने पर प्रमेय । से लेकर ५ तक सक्सेना? द्वारा दिये गये संगत फलों 
में घटित हो जाते हैं। 

() 85३, %# 57, #550, 45-, 8 नच2० तथा ४,55३3| होने पर प्रमेय !ए तथा ९५ से 
बृजमोहन द्वारा दी गई ज्ञात दशायें [2, 9. 64-65] प्राप्त होती हैं । 


3. यदि प्रमेय 7ऐ के फल में हम ८७-८०; (ः न] /7) तथा ४/--०॥ ((--] 4) रखें तो 
(23) के द्वारा हमें 


] (१- ८+#& 
&7 7727 ४) ले 0(3)&75 ६58 (3']) 
८-० 
प्राप्त होगा जहाँ 
0 (3) --+) (| --5) . (32) 


फल की सममिति से यह लक्षित होता है कि यदि हम 


अप - | ॥(७)/3) %. 
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रखें तो इसी फल की प्राप्ति होगी । श्रतः निम्नांकित प्रमेय की पुष्टि होती है जो पार्सवाल सूत्र की 
विशिष्ट दशा है: 


यदि / (७) तथा #(»), 20०५; 8४५), हों तो 


श 6५9). (9) ४)5- | “८(2)/(%/ ०. (3-8) 


4... यदि/(»४) तथा & (४) दोनों ही 7(०/; 2५) हों और 4/०, ८) से सम्बद्ध हों तो (3:), (2-4) 
तथा (3-3) के द्वारा हमें 


४] ८€+2०० 


[ 


रा श्य है का वि 2 [3० 


प्राप्त होगा जिसमें 3() द्वारा (3-2) की तुष्टि होती है । 





)(७)%& 7४ ६5, 


पे ] (१-६4४०७ 8 
ग्रतः 58) नकल | है (3)%&773 5, ६5 


]6->4> 


] "८१* ॥ | ्प 





आह) जद 
- (0०70० 

भ्प्य्थी ( ] /£) हे 
4". आत्म व्युत्कम फलन : 


ग्रनुभाग £ के फल को प्रयुक्त करने पर आत्म व्युत्कम फलनों के उदाहरण व्युत्पन्न किये जा 
सकते हैं ग्र्थात समाकल समीकरण का हल 


ध 8 ५, ? (; 
00-29 | (७)/7/१6%,% [8१७2 





५. , ब्>००9 ४४4 9 | (4 है ॥ 9 १००9 
6 


9 जर28: 00 उे 0 (% «0 (०) ०. 


() माना कि!१* 


जा कि 
(७) न+ 6, जे ०५ | 4254 82,८40 8) वी 89 4 | 
3 े बात लि -£] 

8. हक 8» 2) 


संक्षेपण की दृष्टि से (०-०५) संकेत द्वारा निमत प्राचल श्रंकित होंगे 
(०--:4,), (०--५,), ..., (०:-4//- 
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ते 
गा ((2/-] | 46] |2#-_ ह 
हे ह 797? | 8 4 
(0-९४ |, ०५) हि अर । 5 किलर 
॒ (2 0, 4 “ह-9] |) %, 


सार्वक्षित हँकेल परिवर्त [5, 9. 400] के व्युत्कम सूत्र द्वारा समाकल को विलोमित करने पर हमें 
द्वितीय हल प्राप्त होगा । 


(7) यदि हम [0] को चुनें 
| 


४ | 





| 8» 32 
कद 2-4 82 ,.4 १4 
आई हु 2 002 5) कि बे 9) ४ 
| | 8» हब 8% कफ, 


बा [ 5! [06% -! | 
बट गा । ० 47788 | 
0, 28 हा ) (2) ० 
8» 23 47* 8» 


१३० 


पुनः: इस समाकल को सार्वीक्षत हैंकेल परिवर्त [5, 9. 400] के व्युत्कम सूत्र द्वारा विलोमित करने पर 
तृतीय हल की प्राप्त होगी । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक डा० आर० के० सक्सेना का श्राभारी है जिन्होंने इस शोध पत्र की तयारी में मार्ग-दर्शन 
किया । 
निर्देश 
7.  भटनागर, के० पी० । बुले० कलकत्ता मेथ ० सोसा०, 955, 47 43-52. 
“2. वृजमोहन । बही, 932, 24, 63-76. 
3. ब्रामविच, टी० जे० ई० ए० । विय बगए0तप८४०7 0 ६6९ प्प्नटठ०ए ० ॥79677६2 
5८77८5, सेकसिलन, लन्दन । 

4. एवेरिट, डल्लू० एन० । क्वार्ट जनं० मैथ०, आक्सफोर्ड, 959, 4077, 


2/0-2709, 


आक। 


0. 


], 
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फाक्स, सी० । 


नारायण, आर० । 


वही ! 
वही । 
सक्सेना, आर० के० । 


शर्मा, ओ० पी० । 


वाटसन, जी० एन० । 


ट्रांजे० अमे ० मेथ० सोसा०, !96, 93, 395-4286., 


रट्शता 5679, शिवा, 70770, 4956-57/, 6, 
269-300 


मैथ० जाइट० शि०, 959, 70, 297-299, 
प्रोसी० अमे० सेथ० सोसा०, 962, 48, 950-59. 


प्रोसी० नेश० इंस्टी० साइंस (इंडिया) में प्रकाशनार्थ 
स्वीकृत । 


प्रोसो० नेश» एके० साइंस (इंडिया) में प्रकाशनाथे 
स्वीकृत । 


क्वाटं० जनं० मैथ ०, आक्सफोर्ड, [93], 2, 
20908-308 


लेखकों से निवेदन 


विज्ञान परिषद्‌ अनुसन्धान पत्रिका में वे ही अ्रनुसन्धान लेख छापे जा सकेंगे, जो भ्रन्यत्र न तो छले हों 
और न आगे छापे जाये । प्रत्येक लेखक से इस सहयोग की आशा की जाती है कि इसमें प्रकाशित 
लेखों का स्तर वही हो जो किसी राष्ट्र की वेज्ञानिक अनुसन्धान पत्रिका का होना चाहिए । 


लेख नागरी लिपि और हिन्दी भाषा में पृष्ठ के एक ओर ही सुस्पष्ट श्रक्षरों में लिखे श्रथवा टाइप किये 
आ्राने चाहिए तथा पंक्तियों के बीच में पारव में संशोधन के लिए उचित रिक्त स्थान होना चाहिए । 

अंग्रेजी में भेजे गये लेखों के अनुवाद का भी कार्यालय में प्रबन्ध है। इस अनुवाद के लिये दो 
रुपये प्रति मुद्रित पृष्ठ के हिसाब से पारिश्रमिक लेखक को देना होगा । 


लेखों में साधारणतया यूरोपीय अक्षरों के साथ रोमन अंकों का व्यवहार भी किया जा 
सकेगा, जसे 4 #०((४४)८ अभ्रथवा ०/2.%* इत्यादि । रेखाचित्रों या ग्राफों परु रोमन शअ्रंकों का 
भी प्रयोग हो सकता है । 

ग्राफों और चित्रों में नागरी लिपि में दिये गये आदेशों के साथ यूरोपीय भाषा में भी आदेश दे 
देना अनुचित न होगा । 

प्रत्येक लेख के साथ हिन्दी में और अंग्रेजी में एक संक्षिप्त सारांश ($07777००५) भी आना 
चाहिए । अंग्रेजी में दिया गया यह सारांश इतना स्पष्ट होना चाहिए कि विदेशी संक्षिप्तियों 
(.08779०५७) में इनसे सहायता ली जा सके । 


प्रकाशनाथे चित्र काली इंडिया स्याही से ब्रिस्टिल बोर्ड कागज पर बने आने चाहिए | इस पर 
अंक और अक्षर पेन्सिल से लिखे होने चाहिए। जितने श्राकार का चित्र छापना है, उसके दुगने 
ग्राकार के चित्र तयार हो कर श्राने चाहिए। चित्रों को कार्यालय में भी ग्राटिस्ट से तैयार 
कराया जा सकता है, पर उसका पारिश्रमिक लेखक को देना होगा। चौथाई मूल्य पर चित्रों 
के ब्लाक लेखकों के हाथ बेचे भी जा सकेंगे । 

लेखों में निर्देश ([९०(००८००९७) लेख के श्रन्त में दिये जायेंगे। 

पहले व्यक्तियों के नाम, जनेंल का संक्षिप्त नाम, फिर वर्ष, फिर भाग (४०८४४८) और 
श्रन्त में पृष्ठ संख्या । निम्न प्रकार से-- 

फॉवेल, आर० आर० और म्युलर, जे०। जाइट फिजिक० केसि०, 928, 50, 80 ॥ 

प्रत्येक लेख के 50 पुनर्मुद्रण (रिप्रिण्ट) बिना मुल्य दिये जायँगे। इनके अ्रतिरिक्त यदि और 
प्रतियाँ लेनी हों, तो लागत मूल्य पर मिल सकेगी । 


. लेख “सम्पादक, विज्ञान परिषद्‌ श्रनुसन्धान पत्रिका, विज्ञान परिषद्‌, प्रयाग”, इस पते पर 


भ्ाने चाहिए । झ्रालोचक की सम्मति प्राप्त करके लेख प्रकाशित किये जायेंगे । 


प्रबंध सम्पादक 


अधान सम्पादक 


डा० सत्य प्रकाश, 
डी० एस-सी० 


अबन्ध सम्पादक 


डा० शिवगोपाल मिश्र, 
एम०एस-सी०, डी०फिल ० 





वार्षिक मूल्य : 3 रु० या 20 शि० या 3 डालर 
त्मासिक मूल्य : 2 रु० या 5 शि० या ! डालर 


मुद्रक : 
के० राय, प्रसाद मुद्रशालय, 
7 बेली एवेन्य, प्रयाग 2 
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प्रकाशक : 
विज्ञान परिषद्‌, प्रयाग 
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